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PETITS PROBLEMES POUR PREPARER LA RENTREE... ET LE CAPES

Probléme 1. Dans cequi suit, on désigne par d ladistanceusuelle sur R : pour tous x, y O R, d(x,y) = [x-y|.

X — . . :
1. Pour tout x 0 R on pose a(x) = THK] Montrer que a est une bijedion strictement croissante € continue de R

sur ]-1,1] et que, pour tout y 0 ]-1,1[, a (y) = 1_3/V|

2. Soit R = {—oo} ORO{+0}. On prolonge I'ordre de R & R en posant, pour tout x 0 R, —0 < X < +0o0, €t on
prolonge I'application a & R en posant &(—w) = —1 et &(+w) = 1, de sorte que &(R) = [-1,1]. On rote &
|’ appli cation rédproque de &, de sorte que & (—1) = —o et & (1) = +oo. Enfin on pose, pour tous x, y O R, 3(x,y)
= d(a(x),a(y))- B

a) Montrer que & est une distance bornéesur R. Que vaut 3(—co,+00) ?

b) On désigne par o la restriction a RxR de la distance &: pour tous x, y O R, dg(xy) = d(&(x),a(y)) =
d(a(x),a(y)). Montrer qu une suite de points de R converge dans R au sens de 0 s et seulement s elle mnverge
au sensde d.

¢) Montrer que I’ espacemétrique (R,5) est complet.

Probleme 2. 1. On rote O I'éément (0,0) de R2 et d(x,y) la distance euclidienne aitre deux points x et y de R2:

S X = (X, %) €ty = (Yo.Yo), dorsd(x,y) =\ (X—y1)2+(X—Y,)2. Montrer que |d(0,x)—d(0,y)| < d(x,y) pour tous x, y 0
R2. En déduire que I’ applicaion x + d(0,x) de IR? dans IR, est continue.

2. Soit F une partie ferméenon vide de R2 telle que 0 0 F. Montrer qu'il existe u O F tel que, pour tout x 0 F,
d(0,x) = d(O,u).

3.0nprend F = { (X,%) O R2/ %, = 1% }.

a) Montrer que F est un ferménon videde R2tel que 0 O F.

b) Montrer qu'il existe exacdement deux pointsu [ F tels que, pour tout x [ F, d(0,x) = d(0,u).

4. Soit C une partie mnvexe, fermée ¢ non vide de R2telleque 0 O C.

a) Montrer qu'il existe un unique point u 0 C tel que, pour tout x 0 C, d(0,x) = d(0,u).

b) Montrer que, pour tout x 00 C, on a u-(x-u) = 0. En déduire que C est inclus dans le demi-plan ouvert
déterminé par lamédiatrice de [0,u] qui ne @ntient pas 0.

Probléme 3. 1. Soit || || une valeur absolue sur R, ¢'est-a-dire une gplicaion x i ||x|| de R dans R, vérifiant
les axiomes slivants: VA;. |[X]| = x=0; VA, Ox y OR, |xyll = X IVl ; VAz. Ox, y OR, [x+y]l < [X] + |IVll-

a) Montrer successvement que ||| = 12|k, |11 = 1, |FUR = 1, |F1| = 1, €, pour tout x O R, ||| = |X|. Montrer
en outre que [X7Y| = |IX|[™* pour tout x O R*.

b) Pour x, y O R, on pose d(x,y) = |x-y|l. Montrer que & est une distance sur R et que, dans I’espace métrique
(R,3), onaléquivalence: (X")hon — 0 = ||| < 1.

2. On rote | | lavaleur absolue usuelle, définie par [x| = sup(x,—x) pour tout x 0 R. Soit r 00 ]0,+oo].

a) Vérifier que I’ application x = || de R dans R, satisfait les axiomes VA, et VA.,.

b) Montrer que, s 0 <r < 1, alors pour tout x > 0 on a: (1+x)" < 1+x. En déduire que I'application | | satisfait
'axiomeVA;s 0<r <1 Ened-il demémesir>17?

¢) On rote d la distance sur R asociée a| |, et, pour r 0 ]0,1], d; cdle sciée 3| |. Montrer que les espaces
métriques (R,d) et (R,d;) ont les mémes aiites convergentes.

3. On suppose que || || est une valeur absolue sur R telle que les espaces métriques (R,d) et (R,d) ont les mémes
suites convergentes.

a) Montrer quel'ona: |x|<1 < X <1

b) Soit x, O R tel que [%| > 1. Pour x O R* soit y > 0 tel que [X] = [%o|'. Montrer que sl m, n 0 Z* vérifient m/in >y
(resp., mn <), alors x| < [xoll™ (resp., [IX > [IXoll™). En déduire que X = [xoll"

c) Soit r tel que ||Xo|| = [%o|. Montrer quer > 0. Déduire de cequi précae quel| || = .



Probléme 4. Soit a 00 R. On dit que a est algébrique S'il existe P 00 Z[X], P # 0, tel que P(a) = 0. Dansle ca&

contraire, on dit que a est transcendart. Dans ce qui suit, on démontre que le nombre a = Zl(T” est
i=1
transcendant.

k .
1. Pour k O N* onpose oy = 5 10™.
i=1
a) Montrer que, pour tousi, k O N*, s i = k+1, aorsi! — (k+1)! =i —(k+1).
b) A I'aide du résultat précélent, montrer que, pour tout k 0 N*, on a0 < o—o < 210%Y et 0< oy < < 1.

n .
2. On suppose a algébrique. Soit alors ag, &, ..., a, 0 Z non tous nuls tels que P(a) = 0, ou P(X) = Y aX.
<
. J

OnposeC= ) jla.

i=0
a) A I'aide de I'inégalité des acaoissements finis, montrer que, pour tout k [0 N*, [P(a)| < 2C/10%",
b) Montrer que, pour k 0 N* et pour 0<j < n, o s éait souslaforme Nk,jlld'k’, ou Ny OZ.
c) Montrer que, pour k 0 N* assez grand, on a P(ay) # 0. En utilisant le résultat précélent, en déduire que
IP(arg)] = /10",
d) Vérifier que, pour k O N* as®zgrand, 1/10™ > 2¢/10%Y". Que peut-on en conclure ?

Probléme 5. Dans ce qui suit, on démontre de trois maniéres diff érentes le résultat suivant : A et B étant deux
matrices carées d ordre n a wefficientsréds, s AB =1, alorsBA =1 (ou | est lamatrice unité d’ ordre n).

1. Soit E un espacevedoriel de dimension n, X = {x} une base de E, f et g les endomorphismes de E ayant
respedivement pour matrices A et B dans la base X. Montrer que g(X) est une base de E. En utilisant cette base,
montrer que gf (y) =y pour tout y dans E. En déduire le résultat annoncé

2. Montrer que s une matrice inversible M est idempotente (M? = M), alors M = |. En déduire le résultat
annonce

3. Montrer que les matrices |, A, A% ..., A™ (m = n?) sont linédrement dépendantes. En déduire que B peut
s éaire ammme un polynéme en A. En déduire le résultat annoncé

[oe)
Probléme 6. L’objet du probléme est de cdculer I'intégrale J = [% e dx.
1o
1 g1
1. On considére I'application ¢ définie sur [0,+co[ par ¢(x) = [;] Tﬂz—dt. Montrer, sans cdculer la dérivéed’,
To
gue ¢ déaoit strictement de ¢(0) = 14 alim,_ .0 (x) = 0.

—X z
2. Montrer, sansjustifier le cdcul, que, pour x>0, ona: ¢’ (x) = —%— WA/X), ol Y(z) = [;] e du.
X

o

. X e* VX o
3. Soit X = &> 0. Montrer que I’on a[}j V-QJ(\/;() dx=2 [;] W' (2¥(2) dz En déduire que J = —-.
X Vv
le 1 Ve

Probléme 7. Toute transformation affine T de IR? s éait d’ une maniére unique sous la forme T(x) = ¢(x)+b, ol
¢ est un endomorphisme de R? et b 0 R%. Dans ce qui suit on détermine les transformations affines T vérifiant les
conditions siivantes : (1) pour tout x 0 R?, T(X) # x ; (2) pour toute droite &fine D, T(D) O D.

1. Soit B = {uy,u,} une base de R? et soit b = byu;+b,u, 0 R?, avech, # 0. Pour tout X = X;U;+XoUy, OU Xq, Xp [
R, on pose $(xX) = (X +X%)Us+XoUp. En considérant le déterminant des vedeurs T(x)—x et TA(x)—x dans la base B,
montrer que T(X)—x et T%(X)—x sont linéarement indépendants, quel que soit x [ R?. En déduire que T vérifie les
conditions (1) et (2).

2. Dans cette question, on démontre que, rédproquement, si une transformation affine T = ¢p+b vérifie (1) et (2),
alors dle est de laformeindiguéedans la question précélente.

a) Soit T vérifiant (1) et (2). Montrer que I'’endomorphisme ¢—1d : x> ¢(X)—x n'est pas surjedif. En déduire que
¢ admet 1 pour valeur propre.

b) Soit u;, 0 R? tel que ¢ (u;) = uy. En considérant la droite D = Ru,, montrer que b O Ru,.



¢) On suppose que ¢ possde une valeur propre rédle u # 1. Soit v un vedeur propre relatif a u. Montrer aors
guil exister, sO R telsque b = ru;+s(11)v, et que ladroite dfine D = sv+Ru;, vérifie T(D) = D. En déduire que
1 est une valeur propre double de ¢, et que (¢—Id)? = 0.

d) Soit v 0 R? tel que { u;,v} soit une base. On pose §(v) = Aus+pv, ol A, i O R. Montrer qu on peut choisir v de
fagon que A = 1. En utili sant I' égalité (¢—Id)? = 0, montrer alors que p = 1. Que peut-on en conclure ?

Probléme 8. Les entiers relatifs a, b étant non tous deux nuls, on rote (a,b) leur PGCD. A étant un anneau
commutatif unitaire, on appelle unité de A tout élément de A qui possede un inverse dans A ; les unités de A
forment un groupe (multiplicatif). On rappelle que, G &ant un groupe fini d’ordre m, pour tout ad Gonaa™=e
(ou e est I’ élément neutre de G).

1. @) Pour tout entier n = 2, soit Z, I'anneau des entiers modulo n et U,, le groupe des unités de Z,. Pour tout
alZ, on rote [a], I'élément correspondant de Z, : [a], = { atkn |k O Z }. Montrer que'on a: [a], O U, =
(a,n) = 1. Prédser aors les déments de Ug et Uy. Ces groupes nt-ils cycliques ?

b) On pose ¢(1) = 1 e, pour tout entier n= 2, ¢(n) = cad U,,. (¢ est I'indicateur d' Euler.) Que valent ¢(8) et
®(9) ? Que vaut ¢(p) pour p premier ? Montrer que, pour tout entier n = 2 et tout a 0 Z, s (a,n) = 1 dors
[a] ™ = [1],. En déduire que 112 = 1 (mod 26).

2. Soit G un groupe o/clique fini o ordrem et a 0 G un de ses générateurs : G = { a¥|1<k<m}. Montrer que, pour
tout entier k 0 [1,m], & engendre G si et seulement si (k,m) = 1. Exprimer a1’ aide de ¢ le nombre de générateurs
de G. Que sont les générateurs de Ug ?

Probléme 9. Etant donné une suite (a,)nw a valeurs rédles on dit que la série de terme général a, converge (ou
est convergente) s lasuite des smmes partielles s, = i<, & converge.

1. @) Soit une série de terme général a, > 0; montrer qu elle mnverge s et seulement s la suite (S)non est
mgjorée En déduire que la série o définie par a, = 2™ s n pair, = 2™ sinon, converge, de méme que la série
T définie par by = 2°*Y, by, =3, pour i = 0.

b) Montrer que, sl existe k 0 ]0,1[ tel que a,”" < k pour n asez grand, aors la série de terme général a,
converge. Que donne ce citéresur c et T ?

2. On suppose qu'il existe k 0']0,1] tel que a;:1 < k pour n asz grand. Montrer qu'il existe dorsk’, k” 0]0,1]

tels que (a;i_l...g—;)”” <Kk eta,’" <Kk pour n asezgrand. En déduire que la série de terme général a, converge.

Quedonre ce citeresurc et 1 ?

um  XH o+ X

m . Justifier le aitére suivant : S'il existe k

3. Etant donné des réds x,, Xy, ..., Xn > 0 0N a (X Xo.. Xm)

1 . . s
0101 te queﬁ(%t.&%) < k pour n asezgrand, la série de terme général a, converge. Que donne ce citére

surocett?

Probleme 10. Soit E un espacevedoriel normé de dimension finie, et d ladistance a&ciée adlanorme de E. On
désigne par K I'ensemble des parties compades non vides de E. Pour tout réd r > 0, et pour toute partie A # [
deE, onposeV,(A) ={ yOE/OxOAdXY) <r}.

1. a) Montrer que, pour tout (A,B) 0 K2, I'ensemble H(A,B) ={ r >0/ A0 V,(B) & B 0 V,(A) } est non vide. En
déduire que I application h définie par h(A,B) = inf H(A,B) est bien définie sur K.

b) Montrer que, pour tout A [0 K, h(A,A) = 0, et que, inversement, pour tous A, B 0 K, s h(A,B) =0 alorsA =B.
c) Soit (A,B,C) 0 K3 et £ > 0. Montrer que, pour tout x 0 A il existe z[ C tel que d(x,2) < h(A,B)+h(B,C)+2¢. En
déduire que h(A,C) < h(A,B)+h(B,C).

d) Déduire de cequi précéle que h est une distance sur K (appeléedistance de Hausdorff).

2. Soit A K. Onrappelle que si (Fn)ns1 €St une suite de parties fermées de A telle que MNn=1Fn = O, dorsil existe
un entier mtel queNi<nemFn = 0. ON considéere dors une suite déaoissante (A,)»1 de mmpads non videsde E :
ArOA; ... OAOAG O...Onpose A ==1An. Montrer que, pour tout € > 0, il existe un entier mtel que, si n =
m, alors A, O V:(A). En déduire que la suite (A,),»1 converge vers A au sens de la distance de Hausdorff h.



1
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Probléme 11. 1. a) Pour nON onposel, = Fe“dx.Montrerque,pourtoutnDN,ona:Oslnsm.
0
[ 1 1 . [
b) Onposeun—1+ﬁ+...+m.Montrerquepourtoutnl:lNona.In—e—un.

- PR . 1 1
c) Déduire de cequi précéequel’ ona: 0 ILrT]oo (1+ﬁ+ +ﬁ) =e

2. Dans cette question, on démortre I'irrationdité de e

a) Soit a 0 Q.. Montrer qu'il existe un entier g > 0 tel que, pour tout entier k > q, [kla] = Kl a.

. . , a0l 1 1 1
c) En déduire que, pour tout k O N, k= 2, ona: [kle] = klu < kle. Que peut-on en conclure ?

Probléme 12. Soit [T un ensemble & D un ensemble de parties de []. On appelle points les éments de [] et
droites les déments de D. Pour tout A O[] onpose D(A) ={ d O D/ A O0d}. Des points ont dits alignés s'ils
appartiennent & une méme droite. On dit qued' 00 Dest parallélead O Det on mted//dsid =doud'nd = 0.
On dit enfin que ([,D) est un plan dfine si lestrois axiomes giivants ont satisfaits :

A;. Il existe trois points non alignés.

A,. Pour tous A, B O[], s A # B dors D(A)n D(B) contient une droite unique, notée(AB).

Aa. Pour tout A [ ] et tout d O D, D(A) contient une unique droite paraléle ad, notée[A,d].
Dans cequi suit, on suppose que ([1,D) est un plan affine.
1. Soit d, d' OO D. Montrer que s d' n’est pas paralléle ad, d' et d ont un point commun et un seul.
2. Montrer que larelation «d' est paralléle ad » est une relation d’ équivalence sur D.
3.Soitd O Det A O[\d. Pour tout M O d on pose ¢(M) = (AM). Montrer que ¢ est une bijedion de d sur
DA [Ad]}-
4. Soit A, B O[], A # B. Pour tout d 0 D(B) on pose y(d) = [A,d]. Montrer que W) est une bijecion de D(B) sur
D(A).
5. On suppose qu'il existe une droite d contenant exadement n points. Montrer que, st A O []\d, aors D(A)
contient exadement n+1 droites, et qu'il en est de méme de D(B) pour tout point B # A. En déduire que toute
droite contient exadement n points, et que [ contient exadement n? points.

Probléme 13. K étant un corps (commutatif) admettant le @rps des réds R comme sous-corps, on considére K
comme un espacevedoriel sur R ou I'addition est cdle de K et lamultiplication par un scdaire et larestriction a
RxK de lamultiplicaion de K. On note dors dimg K la dimension (finie ou infinie) de I’ espacevedoriel K.
1. @) On prend K = C. Montrer que dimg C = 2. En déduire que, si a [0 C\R, tout complexe s éait d’ une maniére
unique sous laforme a+ba, ot a, b O R.

b) On prend K O C. Déduire de cequi précéleques K\R # [0, alorsK = C.
2. On suppose que K est de dimension finie sur R et on pose dimg K = n.

a) Soit a 0 K. Montrer que la famille (0')ocicn €t liée dans I'espacevedoriel K. En déduire que I, = {P O
R[X] / P# 0 et P(a) = 0} est non vide, et montrer alors qu'il existe un unique polyndéme P [ |4 qui soit unitaire &
de degré minimal. Dans ce qui suit, ce polyndme, appelé polynéme minimal de a sur R, est noté Mg g.

b) On pose degré Mg = m. Montrer que le sous-espacevedorid de K engendré par {1,a,...a™"} est de
dimension m. En déduire quem< n.

C) Que peut-on dire de a s degré My r = 1 ? Si degré Mg g = 2, montrer qu'il existe b, c O R, ¢ > 0, tels que
B = (a—b)/c vérifie B> = —1; en déduireque a O C.

d) Montrer que, s dimg K = 3, dorsil existey 0 K tel que degré Mg = 3. En observant que tout polynome
P O R[X] de degré 3 s'annule sur R, en déduire qu'il est imposshble que dimg K = 3.

Probléme 14. Soit y une gplicaion de dass C* de [0,1] dans le plan complexe C telle que y(0) = 0. Pour tout
t
t 0 [0,1] on rote L, lalongueur de I'arc de courbe y([0,t]) ; on rappelle que L, = [ [y (9 |dx.
1o



1. On prend ici y(t) = €'-1, pour tout t OJ [0,1]. Prédser la nature de y([0,1]). Montrer que le rapport Li/|y(t)|
défini pour t [0]0,1] tend vers 1 quand t tend vers 0.
2. Soit a O R. On considére maintenant |’ application y définie par y(t) = ™' € pour t 0]0,1], et y(0) =
a) Montrer quey est de das= C* sur [0,1].
b) Montrer que, pour tout t (1]0,1], Ly =4/ 1+a
c) Montrer que le rapport L/|y(t)| défini pour t O ]0,1] est constant, égal &/1+a% Quel commentaire céda
suggere-t-il ?

2 —llt

Probleme 15. 1. Soit a, b, ¢, d O N*. On wpposelafradion%irréductible. Montrer que, pour queg b’ il faut

et il suffit qu'il existek O N* tel quec = kaet d=kb.
2. Soit a, b 0 N*. On dit que le rationnel =

2 o5t un rombre dédmal Sl existe n, D O N tels que Montrer

D
b b~ 10"

que, s Iafraaion%&et irréductible, le rationnel % est dédmal i, et seulement si, b s éait sous la forme 2°5, ou
o, B ON, c'est-a-dire s b n"admet pas d autre diviseur premier que 2 et 5.

3. Soit a, b O N*. On définit par réaurrence sur n les suites (gn)n=o €t (rn)n=0, OU Gn, 'n O N pour tout n = 0, par a
= bq0+r0 & o < b, 100 = bq1+r1 & r < b, 10‘1 = bq2+r2 & r, < b, ceny 10‘n_1 = bqn+rn & N < b,

a) Montrer que les suites (0n)nso € (rn)nso SONt bien définies. Montrer en outre que, pour tout n= 1, onad, < 10.
Que se pass-t-il s I'onremplacea et b par ka et kb ?

b) On suppose quea< b et quel’'on a% = % ,oun, D ON. Soit d;d,...d, I'éaiture dédmale de D, de sorte que

I'ona: D =10"",; + 10™?d, + ... + 10d,_; + d,. Montrer que’onaq =d; pouri =1, 2, ....,n, g = 0 pour i > n,
etri=0 pouri=n.

c) Onsupposequea<b et r, = 0. Vé&ifier quel’'ona dors— = d‘ ot D = 10" g, +10™ 0 +...+1000_1+0)n.

1

Probléme 16. Soit P |'ensemble des nombres premiers: P ={2,3,5,7,11,...} .Pour toute partie non vide X de P,
on rote X I'ensemble des produits d’ démentsde X : sip, g, r... O X et a, B, y... O N, aors p°gPr'... O X. (En

prenant p quelconque dansP et o = 0, on a e particulier : 1 = p° 0 X.) Onpose A(X) = { nﬂ1/ nO0Z&mOX}.
1. Montrer que Z et strictement inclus dans A(X) et que A(X) est un sous-anneau wnitaire de Q. Prédser A(P).

2. d) Soit a, b, ¢, d O N* avec(a,b) = (c,d) = 1. Montrerquesb:aalorsa cetb=d.

b) Soit X et Y des parties non vides de P. Montrer que s XmY O aorsA(X) nA(Y) =Z.
1 1_75_2

c) Un éleve écit (erronément) : 57 " ox7 36"

Pourqum I’égalité ansi obtenue est-elle a priori
impossble ?
3. d) Soit X ={py,p2,---.p,} O P.Onposeq = p:p,...p,- Montrer que A(X) ={ anR/ NOZ&KON}.

b) Soit D = { %/ nOZ & kON} I'anneau des nombres dédmaux, et soit a, b [0 N* avec (a,b) = 1. Montrer
gue le nombre rationnel %est dédmal s et seulement si b est de laforme 2°5°, ot o, B O N.

Probleme 17. I. Pour tout € > 0 et pour tout x O R,, on appelle valeur approchée par défaut a € pres de x le
nombre ke, ou k O N vé&rifie: ke < x < (k+1)e. Montrer que k est la partie entiere du réd )E( A I'aide d'une

cdculatrice, déterminer la valeur approchéepar défaut de ta—— 1 13 prés.

II. 1. Soit a un entier = 2, et soit x 0 [0,1]. Pour tout n O N*, soit % la valeur approchéede x a a™ prés par

défaut. Montrer que la suite %%ﬂ est croissante € converge vers x.



2. @) Soit (S)n=1 Une stite rédle. On pose u; = s; €, pour tout entier N = 1, Unyq = Sy—S,. VEifier que ()1 est
la suite des ssmmes partielles de la série de terme général u, (n = 1).
b) On pose A; = k; et, pour tout entier n> 1, )\n+1 = kn+1—ak,. Montrer que, pour tout entier n> 1, A, O Nn[0;a—

1], et vérifier que la série de terme general F n(n = 1) converge vers X: Y1 )‘n = x. En déduire que les A, ne

peuvent pas étre tous égaux a a—1 a partir d'un certain rang. (L'entier A, est appelé le n-ieme diffre du
développement du réd x danslabase a.)

3. Soit (Un)n=1 Une suite d’ entiers W, 00 Nn[0;a—1], non tous égaux a a—1 a partir d’'un certain rang. Montrer que
la série de terme général };—2 (n= 1) converge versunréd y [0 [0;1], et que, S y = X, aors 4, = A, pour tout entier
n1

4. On prend ici a = 10. Soit f une gplication de N dans [0;1] et, pour tout entier n = 1, soit un entier y, O
NN[1;8] différent du n—iéme diffre du ddveloppement de f(n) en base 10. Onposey = 5 11 }ﬁ. Montrer quey O

f(N). Que peut-on en conclure ?

Probléme 18. 1. Soit une suite rédle (a,)n»1 € une gplicaion f strictement déaoissante & continue de [1;+oo]
n

dans ] 0;+oo[ vérifiant lim, . ... f(X) = 0 et f(n) = &, pour tout entier n > 1. Pour tout n 0 N* onpose s, = ) & b,
k=1

=s - A[lmlf(x)dx, Ch= S — A[lnf(x)dx. Montrer que pour tout n 0 N* on a0 < b, < c,. Vérifier que les siites

(br)n=1 €t (Ch)n=y SONt, respedivement, strictement croissante € strictement déaoissante, et que lim,, _ +(Ci—b,) =
0. En déduire qu'il existe un réd y; unique tel que limy, . ., by = limy 4o Gy = V5.
2. @) Montrer que, pour tout n O N*, on a: y; + [l”f(x)dx <s <yt [mlf(x)dx En déduire quon a
+00
I'équivalence: ¥ a, <+ o [1+°°f(x)dx < +oo,
n=1 i

b) On suppose que [ “f(X)dx < +co et onposes= ) a,. Montrer que, pour tout n [ N*, on a: [:;f(x)dx <s-
n=1 :

< r[n+°°f(x)dx.

3.Onprendici a, = % pour n O N*, f(X) :)—1( pour X = 1, et on rote y lalimite y; (y est la constante d' Euler).

a) Vérifier quel’'ona dors: b, = 1+%+ +%—In(n+1) <y< 1+%+ +%—Inn:cn. Montrer que ¢,—bn D%
b) On pose a, = by, a, = b,—b,_; pour tout entier n> 2, ¢, = z O pour n O N*, enfin ¢ () -1 In(l-l—) pour x

k=1

> 1. Véifier que, pour tout n 0 N*, onaay, = ¢(n) et z Ok = b,. En déduire I'encadrement b+ [ “d(X)dx <y <
k=1

b+ [n+°°¢(x)dx, pour n CJ N*.
c) On pose u, = b+ [n:j’ d(x)dx et v, = b+ [n+°° d(¥)dx pour n O N*, et d(x) = «(x+1) In(1-|71() pour X = 1.

Vérifier que @’ (x) = ¢(x) pour x = 1. En déduire que v—uj D%.

Probleme 19. Les exercices du type suivant étaient classques autrefois au brevet (fin de 3°) : Sachart que I'on
2x+1

a 1,732<\/§ < 1,733 calculer le meill eur encadrement que |’ on peut en déduire pour f(\/_3—2), ouf(x) = T

1. Vérifier que f(\[3-2) = %1 et en déduire I’ encadrement 0,3660< f(/3-2) < 0,3665

2.0nposel = ]1 7321,733. Soit o O1. On considére les applications f4, f,, fz de | dansR définies par : f1(X) =

2X 3 3 fo )— f3( )—— Pour i =1, 2, 3, exprimer par un encadrement le fait que fi(a) O fi(l).



3.Onprendici a = \/_3 et on pose a = f4(a). Vérifier quel’on a f,(a) = fz(a) = a. A I'aide &entuellement d’une
cdculette, indiquer le meilleur minorant et le melilleur majorant de a fourni par les encadrements obtenus dans la
guestion précélente.

4. Pour tout A [0[0;1], on considére |' application de | dans R définie par ¢, (X) = Afo(X)+(1-A) f3(X). Vérifier que,
pour tout A [0 [0;1], on ad,(a) = a. Montrer qu'il existe desréds\™, A* vérifiant 0< A" <A* < 1telsquesi A O
[O;A7] alors ¢, est strictement déaoissante sur |, et s A O [A";1] alors ¢, est strictement croissante sur 1. Prédser
lavariation de ¢, sur | pour A OJATA™.

5.0n prend ici A = 0,212 Prédser ¢,(l). En déduire un encadrement de a mellleur que ceix obtenus
précéemment.

6. Soit A 0 [A";1]. Donrer I’ expresson de I'amplitude w(A) de I'intervalle ¢, (1). En déduire que w est minimal sur
[A*:1] pour A = A*. Vérifier, al’aide d’ une cdculette, que w(\*) < 4107,

Probléme 20. On dit qu un point est contenu dans un triangle ABC S'il est intérieur a ABC ou appartient al’un
de ses cOtés; on dit de méme gu' un ensemble de points est contenu dans ABC S'il en est ains de dhaaun des
éléments de ce ensemble. La figure d-apres représente un triangle éuilatéral ABC contenant 5 disques 4 (1<
< 5) de diamétre 1, avec are(Ain/A)) = 0 si j # i. Dans ce qui suit on cherche adéterminer le minimum du coté
d’un tel triangle.

A 1. Par des considérations d'aire, montrer que, s ABC est un triangle
équilatéral convenable, on a AB = BC = CA > 3. Soit h la distance du centre
O de ABC a dhaaun de ses cbtés. Montrer que h > 0,8.

2. On suppose désormais la @ndition précélente satisfaite. Soit A’'B'C’ le
triangle ontenu dans ABC tel que, respedivement, les droites (A'B’) et
(AB), (B'C) et (BC), (CA) et (C'A’) sont paralléles et adistance 0,5 I'une de
I"autre.

B C a) Montrer que letriangle A'B’C’ est équil atéral.

b) Montrer qu'un disque A de diamétre 1 est contenu dans le triangle ABC s

et seulement s son centre west contenu dans le triangle A’B'C'.

3. Soit DEF un triangle é&uilatéral (voir lafigure d-contre).

a) On suppose que I'on a DE = EF = FD = 2. Montrer que le triangle DEF
contient 5 pointsw (1<i<5) telsquewwy > 1 pourtousj#i,1<i,j<5.

b) On suppose que DE = EF = FD < 2. Montrer que le triangle DEF ne vérifie
E = pas la ondition précélente.

4. Déduire de cequi précele lataille minimale d un triangle équil atéral convenable.

Probléeme 21. Le but de I'étude est d'établir le résultat bien connu selon lequel le catre O du cercle arconscrit
auntriangle ABC est sur le dté (AB) s et seulement s le triangle et redangle en C.
C(r,9) |
1. Etant donré trois points A, B, C non alignés, soit un repére
orthonormal du fdan tel que A et B aient pour coordonrées,
respedivement, (0,0) et (£,0). Soit alors (r,s) et (U,V) les
coordonrées respedives de C et O. Enfin soit H un nombre
A0.0 B(4,0) réd.
( ! ) H ' A e H . 2 2_112 2 2 2 — 112 2
a) Inter. _ nefiquemernt 1a wnjonction d’ égalités siivante : (r—U)“+(s-V)~ = U“+V* & (L-U)+V° = U+V
& IsH=1& V=0.
b) En éiminant les paramétres H, U, V, montrer algébriquement que I'on a I'implication : (r-U)*+(s-V)? = U%V?
& (P-UP+V2=UP+V2 & tsH=1& V=00 r+*<=0.
c) Déduire de cequi préceale que, si O est sur (AB), dorsletriangle ABC est redangle en C.
2. Vérifier I'égalité:
—2V = HY [(r-U)2+(s-V)2~(U?+VA)] — Hr [(£-U)*+V*—(U?+V?)] + 2V [¢sH-1] + H/ [fr—*—<7.
En déduire que, s letriangle ABC est redangle en C, aors O est sur (AB).



Probléme 22. Soit f une gplicaion de R dansR. On dit quet [0 R est une période de f s, pour tout x 0 R, on
a: f(x+t) = f(x). On désigne par G(f) I'ensemble des périodes de f. On dit que f est périodique s f admet au
moins une période non nulle.
1. Montrer que G(f) est un sous-groupe du goupe aditif R. Préaser G(f) lorsque f est constante sur R.
2. On suppose f périodique. Soit alors T = inf G(f)n R

a) Montrer que t 0 G(f).

b) On suppose 1 > 0. Soit t O R, et soit n 0 Z I'unique atier tel que nt <t < (n+1)T. Montrer que, sit O
G(f), dorsnt =t. En déduire que G(f) = nZ. (Le nombre T est appelé la plus petite période de f.)

¢) On suppose f continue sur R. Montrer que, si T =0, aors f est constante sur R.

d) On prend pour f lafonction de Dirichlet : f(x) =1 s x 0 Q, =0 sinon. Prédser 1 et G(f).

Probleme 23. Soit F I'espacevedorid des applicaions de R dans lui-méme. On considére I'ensemble S des
ééments de F de laforme x — a cos2x + b cos’x + c sin’x + d, ol a, b, ¢, d O R.

1. Montrer que S est un sous-espacevedoriel de F.

2. Prédser ladimension de S et en donner une base.

3. Montrer que S ne peut pas étre I'espace vedoriel des lutions d'une éuation différentielle linédre a
coefficients constants sans £oond membre, delaformey'+ Ay 1y =0,00A, p O R.

Probléme 24. Soit un polyndme P(X) = coX" + ¢, X" + ... + CoyX + Cy, OU Cg, Cy, ..., Cng, Cn 1 Z, €t SOIL P,
O N* premiers entre aux.
1. Vérifier quel'ona: q"P(p/g) = cop” + cqp™t + ... + caq™ P + 0", En déduire que, s on a P%E‘z 0, alorsp
divise c, et q divise c,.
2. On prend P(X) = 2X3-5.

a) A l'aidedurésultat delaquestion 1, montrer que P n'a pas de radne rationnell e strictement positive.

3
b) Soita= \/g Vérifier que P(a) = 0. Déduire de cequi précéle que a est irrationnel.

3. On prend P(X) = X>-3X-1.
a) Montrer que P n'apas de radne rationnell e strictement positive.

b) Soita = oosg. Montrer que P(2a) = 0. En déduire que msgeﬂ irrationnel.

Probléme 25. L’ objet de I’éude est de démontrer I'équipotencede R et R? = RxR.
1. Montrer que I’ application de | =]0,1[ dans R définie par t > tan T (t —%) est une bijedion de | sur R.

2. On désigne par JI'ensemble des nombres irrationnelsde | : J=1\(In Q).

a) Soit a un nombreirrationnel tel que 1 < a < 2; montrer quel’ona: InQ + a O 3J. En déduire uneinjedion de
| =J0(InQ) dans 3J.

b) On rappelle le théoreme de Schréder-Bernstein : étant donné deux ensembles E et F, s E est équipotent a une
partiede F, et s F est équipotent a une partie de E, adors E et F sont équipotents. Déduire de cequi précéale que |
et J ont équipotents.

3. Soit x [0 J. On définit une suite (ap)non+ d entiers = 1 en posant % =g, + X, avecx, 0 J, et, pour tout n [0 N*,

%: A1 + Xns1, AVECXny1 O J. Montrer que la suite (X) = (an)non+ €st bien définie.

4. On admet ici que I’applicaion x > s(xX) de Jdans |’ensemble S = (N*)(N*) des siites d’entiers est une bijedion
deJ aur S. D&finir une bijedion de SxS sur S. En déduire I’ équipotencede R et R,

Probléme 26. L'é&ude d-aprés a pour objet de mathématiser I'idéeintuitive selon laguelle « une tangente aune
courbe en un point Mg est lalimite de la arde (MM) lorsque M tend vers M, en restant sur la courbe ».
Soit | unintervalle ouvert non videde R et soit T O I.

1. On rote L I'ensemble des applications u : t - u(t) de 1\{T} dans RA\{0} telles que #(u) = lim¢_ ¢t U(t) existe @
soit non nul. Soit alors u;, u, O L telles que, pour tout t O I\{1}, on a Ru; = Ru,. Montrer qu'il existe une



application ¢ de I\{1} dans R telle que, pour tout t O I\{1}, on a uy(t) = d(t)ux(t), et que ¢ a une limite quand t
tend vers T, t # 1. En déduire que R4(uy) = R4(uy).

2. Soit & t> 3(t) une gplication de I\{ 1} dans I'ensemble des droites vedorielles de R% On dit que & a pour
limite la droite vedorielle A quand t tend vers T, t # T Sl existe u O L telle que, pour tout t O I\{ 1}, Ru(t) = 3(t),
avecR/(u) = A Justifier cette définition.

3. Soit y: t> y(t) une gplicaion injedive de | dans R2 Pour tout t O I\{t}, on pose &(t) = FRy(%y_()t). S A
existe, on dit que y(I) a pour tangente en y(1) ladroite dfine y(T)+A.

a) Montrer que s y est dérivable en T et s Yy (1) # 0, aors y(I) a pour tangente en y(1) la droite dfine
Y(D)+RY (7).

b) On suppose que y(t) = (t,f(t)), ou f est une gplicaion de | dansR. Montrer que y(l) a une tangente en y(T)
s et seulement s f admet en T une dérivéefinie ou infinie.

Probleme 27. Soit | =[a;b], olla, b O R, aveca<b.
1. On considere une relation d' équivalence Osur | vérifiant la cndition C suivante :

pour tout x (11, il existe e > Otel que, pour tout y [ I, S |x-y| < g, alorsx [y.
On démontre dans cette question que I’on a dors a (b (lemme de Mosset Roberts, 1969.

a) OnposeZ={z0Ol/aOz}. Montrer quel'ensemble Z est non vide & majoré.
b) On pose w = sup Z. Montrer quew [1 Z, puisquew = b.

2. Soit f une gplication continue de | dans R. Pour tous x, y [ |, on rote [x;y] I'intervalle mmpad d’ extrémités
Xety.

a) On considére larelation O définiesur | par : x Oy = f est bornéesur [x;y]. Déduire du résultat de la question 1
gue f est bornéesur I.

b) Soit M O R tel que, pour tout x O I, f(X) <M. Soit alors Olarelation définie sur | par : x dy = sup f([xy]) <
M. Montrer qu'il existeu O | tel que f(u) = sup f(I). Endéduire qu'il existev O | tel que f(v) = inf f(1).

C) Soit J=[x;%] O 1 et a O R telsque f(X) <a < f(Xy). Soit alors Olarelation définie sur Jpar : x Oy = (f(X)—
a)(f(y)—a) > 0. Montrer que si, pour tout x [ ]xq;%5[, ona f(x) # a, aorslarelation Ovérifie la condition C sur J.
En déduire qu'il existe x O [x3;%,[ tel que f(X) = a.

Probléme 28. Soit a [1]1;2]. On veut caculer a =\/a al’aide de I'agorithme défini par xo = 1 €t Xpe1 = f(Xn)
NP A
0l f(X) =5 (x+3).

1. @ Montrer que, pour tout réd x [ [1;+o[, on a f(X) = a, €t, pour tout réd x O [a;+c[, on a f(X) < x. En
déduire que x, = a pour tout entier n = 1 et que lasuite (X,), > 1 €st déaoissante.
b) Montrer que (X,)n=o tend vers a quand n tend vers +oo.

_Xi—a
2. 0Onpose &, = oa "
_ 14
a) Montrer que, pour tout entier n= 0, ona: &1 = % 3.2, En déduire que &, = é\% et que, pour tout entier

n=1, onadn; <’
A

b) Pour tout réd x > 0, on pose ¢(x) = m de sorte que I'on a: 83, = ¢(a—1). Montrer que ¢(x) =
1 - . _ N (Y )
A S d o En déduire que ¢ est croissante sur ]0;+oo[ plisquel’'ona: , < 24\/_2 <10~

c) Déduire de cequi précétle que x.—a < 2ar10°*2" pour tout entier n > 2, et, en particulier, que x—a < 310"

Probléme 29. Soit d une distance sur R" (ot n 0 N*), et soit X = (X;,Xp,...,X,) O R". On cherche adéterminer le
ou lesréds X tels que la distance d(X,X) soit minimale, ou X = (X,X,...,X) O R". S'ils existent, les réds X seront
appelés les d-moyennes de (Xq,%,...,X,). Dans ce qui suit, on considere successvement la distance aiclidienne



n
Ao(X1: X2 - X) s (Y1 Y2s - Y1) =\ | > (x—y;)? et la distance des valeurs absolues di((X1,%p,- -+ %), (Y1.Y21 -+ 1Yn) =
i=1

Xi—Yil-

IM>

_ n
1. On prend pour d ladistanced, : on adonc dy(X,X) =~ [ Y (x—x)2. En observant que le caré de I application
i=1

n
5 R - R définiepar () =~ | Y (x—1)? est une fonction polynomiale de degré 2 en t, montrer qu'il existe une
i=1

X tXot... X,

unique d,-moyenne X et que 'on a X = . (La dy-moyenne de (xq,%y,...,X,) €st donc la moyenne

arithmétique de xq, X, ..., Xn.)

2. On suppose que lesvaleurs x; (1 < i < n) sont rangées par ordre qoissant (au senslarge) : X, < X < ... < X,. On

n
prend pour d ladistanced; : on adonc dy(X,X) = z [Xi—X]|
i=1
a) Soit une gplicaion d: R - R ; onrappelle que d est strictement déaroissante sur [x;y], ou x, y O R avecx <
y, s ele vérifie la condition suivante: OtOt'(x <t <t <y O J(t) > &(t')). Soit x, y, zO R, avecx <y < z;
montrer que, s O et strictement déaoissante sur [x;y] et sur [y;Z], aors d est strictement déaoissante sur [x;Z].
(On pourradistinguer troiscas: X<y <z;X=y<zZOUX<Y=Z;X=y=2Z)
n
b) Soit &, : R - R I'application définie par 6,(t) = z [x—t|, et soit un entier k, 1 < k< n, tel que X, < X1 Vérifier
i=1
que, sur I'intervalle [xx1], O, €st une fonction affine, dont on prédsera le sens de variation en fonction de k.
c) Déduire de cequi précéle que, lorsque n est impair, &; est minimal sur R s et seulement Si t = X, oum= %1
(Lad;-moyenne de (X1,X,...,X,) est appeléelamédiane de Xy, X, ..., X.)

d) Que peut-on dire apropos du minimum de &, sur R lorsque n est pair ?

Probleme 30. Soit f une gplicaion continue de | = [0;1] dans R. Dans ce qui suit, on démontre que la suite de
n

fonctions polynomiales (B(f)n)non+ définie par B(f)n(X) = z CK X(1%)"*f %Econverge uniformément vers f

k=0
sur | (démonstration du théoréme de Welerstrass due a S.N. Bernstein). Soit € > 0; f étant continue sur le
compad | est uniformément continue sur | et il existe donc & > O tel que, pour tous X', X" O I, s [X—"| < d, alors

lfX)—= O <%. On pose enoutre M = %P [f ()]

1. Vérifier que, pour tout x O | et pour tout n O N*, ona f(X)—=B(f)n(}) =3+ 3", ou

2= ciremH ~ e 5= D X0 -1 G
KOK* kOK™

avecK"={ kON/0< ksnD%—szé},K‘:{ kON/O< ksnD%—x%d&}. Montrerque|2‘|s%.

2. Soit x O | et n O N*. On considére n variables aléaoires indépendantes X4, ..., X, & valeurs dans {0,1} telles
que, pour tout i ON,0<i<n PX;i=1) =xet PX; =0) = 1x (X4, ..., X, sont donc des variables de

Xi+ ... +X
n

Bernoulli.) On pose X = " On rappelle que E(X) = x et Var(X) = X(ln_X)'

a) Montrer que P(X—x| = 8) = > CK X(1)™™.
KOK®



b) On rappelle que P(|>_<—E(>_()| =9 < Magzﬁ (inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Montrer que, pour n assez

grand, ona |y’ < % En déduire que la suite (B(f)n)non+ CONverge uniformément vers f sur |.

Probléme 31. 1. Dans cette question, on considére I'assertion A® suivante: « Dans le plan R?, il existe une
famille ¢ = (C)ig de cecles C; de rayon non nul qui forme une partition du dan, ¢’'est-a-dire telle que, pour tous

i,jOl,i#j,CnGC =0, e Ut =Up C =R » Pour tout cercle C du gan, on rote C le disque fermé de bord C.
a) Soit C; O £ un cercle de la famille de rayon r; > 0. Montrer qu'il existe un cercle C; O £ de rayon rj < % tel que
G OC. _

b) En déduire qu'il existe un point intérieur & C; par lequel ne passe aicun cercle de la famille €. Que peut-on en
conclure ?

2. On considére maintenant I’ assertion A® suivante : « Dans|’ espacelR?, il existe une famille ¢ = (C))in, de cecles

C; de rayon non nul qui forme une partition de I espaceR®. »

a) Pour tout réd r > 0 et tout k [ Z, soit S la sphére o équation x°+y*+7 = r? et C le cecle o équations (x—4k—

1)2+y2 = 1letz=0. Montrer que, pour tout r >0, § coupe C = Uxoz Ci en deux points distincts A, et B, (voir la

figure d-contre).

i, b) Soit P; le plan médiateur du segment [A,B,] et soit I,
le grand cercle intersedion de P, et S. On désigne par

S(A;) (respedivement, S(B;)) [I'hémisphére ouvert

déterminé par I, et contenant le point A, (resp. B;). En

considérant des plans fcaits convenables, montrer que

S(AN{A et S(B)B;} sont des réunions de cecles

disioints. Que peut-on conclure apropos de A® ?

Probleme 32. Soit # I'ensemble des applicaions
continues f de [0,1] dans R telles que f(0) = f(1) = 0.

Ondit queleréd c 0]0,1] est une corde
de f O ¥ sl existe x O [0,1—] tel que A
f(X) = f(x+c) (voir lafigure). On dit que
c 0]0,1] est une corde universelle s'il est
une corde de f pour toute f O .

1. Montrer que ¢ = 1 et une @rde
universelle.

2.SoitnON, n=2 Pour f O% on
considére la suite finie des nombres dy =

f%‘;—lg_f%% o0 k=01, ...,n-L En

B

observant que Y o<k<n dk = O, montrer que I’ application X f%+%g— f(x) Sannule en un point au moins de

I'intervalle %)n_TlE Que peut-on dire dorsdec = % ?

3. Soit unréd c 10]0,1] tel que, pourtout nON, n>1,c# % Dans cette question, on démontre que ¢ n'est pas

une @rde universelle.
a) Montrer qu'il existe une gplication continue ¢ de [0,1] dansR telle (0) =0, ¢(1) = 1 et, pour tout x 00 [0,1—

cl, ¢(x+c) = ¢(x).
b) Déduire de cequi précéle qu'il existe une gplicaion f O F telle que, pour tout x O [0,1-¢], f(x+c) # f(X).

Que peut-on dire dorsdec ?



Probléme 33. Dans ce qui suit, on démontre que I'ensemble R des nombres réds n'est pas dénombrable
(Cantor, 1873. Pour cda, on suppose a contraire qu'il existe une bijedion n— a, de N sur R, en we de
montrer gu'il en résulte une wntradiction.

1. Montrer qu'il existe une suite strictement croissnte d'entiers naturels (p,)non Veérifiant les conditions
suivantes: pp = 0; p; est le plus petit des entiers n tels que a, > a ; pour tout m O N*, on a: &, , < &, <

aPZm+1 < apZm—l‘

2. Soit (pr)now Une suite vérifiant les conditions ci-dessus. Montrer que Mol 8, @poms [ # O
3. S0it Y 0 Miro] By 8pyeq - MONLrEr e, pour tout n O N, on ay # a,. Que peut-on en conclure ?

4. Ou ladémonstration précélente édoue-t-elle s on'y remplaceR par Q ?

Probléme 34. On définit par les quatre cnditions ci-desous une suite (R,),on+ d ensembles finis de wuples
d entiers positifs (p, g) O N*xN*, chaque ensemble R, é&ant muni d’un ordre strict noté <, :

)R ={(1,1};
2) Pourn>1,s (p,q) OR,, dors(p, p+a) 0 Ry €t (p+0, 9) 0 Ry €t (p, p+a) <ne1 (P40, 0) ;

3)Pournz=1,s (p, q) < (P', o) Aors (p+d, @) < (', P'+')
4) Pour n=>1, s (p, q) O Ry, dors(p, p) OR,0u (p—q, g OR,

On obtient aing :

R;: (1, 1)

R: 1,2=<,(2,1)

Rs: (1,3) <332 <3(2,3) <% (3, 1)

Rs: (1,4) <4 (4,3)<4(3,5) <4 (5,2 <4(2,5) =4 (5,3) =4 (3,4) =<, (4, 1)

Rs:  (1,5)=<5(54)<5(4,7)=<5(7,3) <5(3,8) <5(8,5) <5 (5, 7) <5 (7, 2) <5 (2, 7) <5 (7, 5) ...

Soit alors lasuite s: N* - IN*xIN* obtenue en énumérant successvement les ensembles ordonnés R, (n O N*) :
(1,1),(1,2,(21),(13),(3,2),(23),(31),(14),(43),35),(52,(25),(53),34), 41, (15), 5
4),(4,7,(7,3),(3,8),(8,5),57,(7,2,(27),(7,5),(58),(8,3),(3,7), (7,4, (4,5), 5 1), ...

1. Montrer par réaurrencesur n [0 N* lesrésultats suivants:

a) quel que soit le muple (p, q) apparaissant dans la suite s, les entiers p et q sont premiers entre aux ;

b) tout couple (p, ) O N*xN* ol p et q sont premiers entre eux apparait au moins une fois dans la suite s ;
c) tout couple (p, g) O N*xN* ou p et q sont premiers entre aux apparait au plus une fois dans la suite s

2. Montrer gu'il existe une gplication f : N — N* telle que, pour tout k O N*, s = (f(k-1), f(k)). Que peut-on

' . . k=[]
dire de la suite de rationnels [fk=D) ?
Of(K) L

Probléme 35. On rote O le point (0,0) de R?. Dans ce qui suit, on éudie (sans le résoudre mmplétement) le
probléme de Fermat : étant donré trois points A, B, C non alignés de R?, déterminer le ou les points P de R?, S'il
en existe, ou la somme des distances PA+PB+PC est minimale.

1. a) Etant donré une droite d et un point M O d, on note d™ le demi-plan de bord d qui contient M, et dowy
| autre demi-plan de bord d privé de d. Soit trois points non aignés A, B, C de R% On appelle plaque ABC, et on

note ABC, I'intersedtion des demi-plans (AB)©, (BC)® et (CA)®. En admettant que ABC = HDPBC][AH]'

montrer quel’ona: ABC ={ M 0 R%/ O(\,u) O[0,1]%tel que A\+p < 1 et AM = AAB+uAC }.
b) Déduire de cequi précéle que ABC est un compad de R? pour |a topologie de la norme auclidienre.

2. Soit M 0 (BC)(a)n (CA)®n (AB)©. Montrer que JAM[ coupe [BC] en un point H tel que MA+MB+MC >
HA+HB+HC. En déduire que I'application f : M — MA+MB+MC de R? dans R, a un minimum, qu elle ateint
en un point au moins de la plagque ABC.



3. d) On supposeici que le projeté orthogonal H de A sur la droite (BC) appartient a |BC[. Pour tout P O [AH]
on pose x = HP. Montrer que, ¢ étant I'application de [0,AH] dans R, définie par ¢(x) = PA+PB+PC, on a ¢’(0)
= -1. En déduire que f ne peut pas atteindre son minimum en H.

b) On se situe anouveau dans le ca général. Montrer que f ne peut pas atteindre son minimum en un point de
JAB[O]BC[O]CA[.
Probléme 36. Soit | un intervalle ouvert non vide de R et soit f une gplication croissante de | dans R.

1. Montrer que, en tout point x O |, f possde une limite agauche f(x) et une limite adroite f(x,).

2. Soita, b1, aveca<b. Pour tout n O N*, on pose: Dp(a, b) ={ xO]a, b[ / f(x.)—f(x) >%}. Montrer que
Dy(a, b) est un ensemble fini.

3. @) Soit (E)non+ Une suite d’ ensembles finis ou dénombrables. Montrer qu'on peut énumérer I'ensemble E = U
non+ En (C est-a-dire définir une bijedion d’ une partie de N* sur E).

b) Soit a, b O I, aveca < b. On pose D(a, b) ={ x O ]a, b[ / f(x,) # f(x) }. Déduire de cequi précele que
D(a, b) est fini ou dénombrable.

€) Onpose D ={ xO I/ f(x) # f(x) }. Est-il vrai que Dy est fini ou dénombrable ?

Probleme 37. Soit # un plan affine euclidien orienté, et soit f une gplicaion de # dans lui-méme. Pour tout
point M 0 # on note M’ le point imagede M par f : M’ = f(M). On dit que I'application f conserve I'aire s, pour
tout (A, B, C) 0 72, ona: a(ABC) = a(A’B’'C’), ol a désigne | aire aithmétique.

I. On suppose que f conservel’aire.

1. Montrer que f est injedive.

2. Montrer que, pour tout (A, B, C) O #°, les points A, B, C sont alignés s et seulement si il en est de méme de
A, B, C.

3. Montrer que, pour tout (A, B, C) 0 #°, s C 0 ]AB[ dlorsC' ]A'B'[.

4. Montrer que, pour tout (A, B, C) O #°, et pour tout A O R, s C = AA+(1-\)B, dors C' = AA’+(1-\)B'. En
déduire que f est une bijedion affine de # sur lui-méme.

1. On rappelle que, u étant une goplication affine de # dans #, pour tout (A, B, C) 0 #* on a: a(A’B'C) =

|det u|@(ABC), ou det u est le déterminant de u. Montrer que f conserve I'aire si et seulement s f est affine &
vérifie: det f = +1.

1. Soit (O, I, J) un repére orthonormal dired de #, et soit K O 2, K # J, tel que (JK) soit pardlée a(Ol).

1. Montrer qu'il existe une unique gplicaion affine u telle que u(M) = M pour tout M O (OI) et u(J) = K.
Donrer |' expresson andytique de u dans le repére (O, I, J) et vérifier que u conserve I'aire.

2. Prédser et justifier un procédé de mnstruction de M’ = u(M) pour M O (OI), M # J.
Probléme 38. |. On rappelle les deux résultats siivants:

O, (Réaurrence ascendarte infinie). Soit # O N. Si 00 P et s, pour tout k O N, k O # implique k+1 O #, alors ¢
=N.

O, (Réaurrence descendarte). Soit # [0 [0, njnN. Sin 0 P et s, pour tout k 010, njnN, k O # implique k=1 O
2, aors?=1[0, njnN.

On considere dors |’ énoncé suivant :

O¢ (Réaurrence de Cauchy). Soit # [0 N avec0 [ #. On suppose &1 outre que

* pour tout k O 2, il existe un entier n(k) O 2 tel que n(k) >k ;



e pour tout KON*, s kO @, alorsk=10 2.
Alors # = N.

1. Montrer que O¢ implique 0.

2. Montrer que [0, et [, impliquent C¢. (On pourra onsidérer la suite (n'(0))ion définie par n°(0) = 0 et n'(0) =
n(n'"~%(0)) pour i > 0.)

I1. 1. Soit Xy, Xo, Y1, Y des nombres réds. Montrer quel’ona: (Xiy1+Xoy2)? + (XoyoXoy1)? = (% 2+%7) (Y1 2+Y57).

2. Soit n O N*, et soit 2n nombres réds X;, Xo, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yn. ON considére I'inégalité suivante:
(XaYiHXoYot .. HXaYn)? S (X2 X%+ ... +%:2) (Y2 +Hyo o+ ... +yn2). En posant n(k) = 2k pour k O N*, montrer &I’ aide de
Oc que cdte inégalité et vraie pour tout n O N*, quels que soient 1es réds Xy, Xo, ..., Xn, Y1, Y2 «+-s Y-

Probléme 39. On mote C(R) I'agébre des fonctions numériques continues. On rappelle qu un homomorphisme
d algebres de C(R) dans R est une gplicaion ¢ de C(R) dans R telle que, pour tousA, p O R et f, g O C(R) on
a

A f+ug) = Ad(f)+ud(9) et ¢(f13) = ¢(F)$(9).
ou fIg est I'application qui, a x O R, fait correspondre le produit des réds f(x) et g(x) : (fi@)(X) = f(XG(X) =
fF(¥)9(x).
I. Soit o O R. Vérifier quel’application f > f(a) est un homomorphisme d’ algebres de C(R) dans R.
II. Soit ¢ # 0 un homomorphisme d’ algébres de C(R) dans R. On démontre dans ce qui suit qu'il existe o O R tel
que, pour tout f L C(R), ¢(f) = f(a).
1. On note 1 I'application constante de R dans R, égale al: x+— 1. Montrer que (1) = 1.
2. On rote | I'applicaion identique de R dans R : x> [(x) = x. On pose ¢(I) = a. Montrer que I’énoncé
O f OC(R), &(f) = f(o)

est équivalent al’ énoncé

UfOCR), f(a)=00 ¢(f)=0
3. Soit f O C(R). On suppose que f est nulle sur un woisinage de a. Montrer qu'il existe g [0 C(R) tel que f =
gld—al). Endéduire que ¢(f) = 0.
4. On suppose qu'il existe f O C(R) tellequel'on ait f(a) =0 et ¢(f) # 0.
a) Montrer qu' on re réduit pas la généralité de I' étude en supposant alors que §(f) = 1.

b) On suppose cdte derniere condition rédisée Montrer qu'il existe h 00 C(R) telle que h(x) = f(x) pour tout x
dans un voisinage de q, et telle en outre que |h(X)| < 1 pour tout x [0 R.

c) Justifier I'égalité 1 = (1-h)~'(1-h). En déduire le résultat annoncé

Probléme 40. 1. On veut définir une suite d’ applications de R dans R notée(cos™), et vérifiant :

cos? = Idg
Opour tout n O N, cos™? = cosecos™

Justifier cette définition al’ aide du résultat suivant :
Soit E un ensemble non vide € f une gplicaion de E dans E. Pour tout a [0 E, il existe une suite unique u,
application de N dans E, vérifiant les conditions

U=2a

Opour tout N O N, Uner = f(Un) ©

2. Ona cdculé les 50 remiéres valeurs de la suite (cos™(X))non pour trois valeurs de x :



x=1 x=1,5 x=3
1 1,5 3
0,54030231 0,0707372 -0,9899925

0,85755322 0,99749917 0,54869613
0,65428979 0,54240499 0,85320531
0,79348036 0,85646971 0,65757167
0,70136877 0,6551088 0,79147875

g b W N PP Ol>

40 0,73908517 0,73908521 0,73908508
41 0,73908511 0,73908508 0,73908517
42 0,73908515 0,73908517 0,73908511
43 0,73908512 0,73908511 0,73908515
44 0,73908514 0,73908515 0,73908512
45 0,73908513 0,73908512 0,73908514
46 0,73908514 0,73908514 0,73908513
47 0,73908513 0,73908513 0,73908514
48 0,73908513 0,73908514 0,73908513
49 0,73908513 0,73908513 0,73908513

On se propose d' é&udier la cnjedure C suivante :
C. Pour tous x, y O R, les siites (cos™(x))non €t (cos™(y))nom convergent et ont méme limite.

a) Soit x [J IR. Montrer que, si (cos™(x)),on aune limite &, alorsona: & = cosé.

b) Montrer qu'il existe k O ]0, 1] tel que, pour tout n O N, et pour tousx, y DR, ona:
lcos™(x) — (cos™(y)| < klcos™(x) — (cos™(y)|.

c) A partir des résultats précélents, démontrer ou réfuter la wnjedure C.

3) Indiquer quelques-uns des aJjets proposés aux épreuves orales du CAPES de mathématiques 2000 @ns le
traitement desquels on peut a priori envisager d exploiter, moyennant des modificaions qu'on re prédsera pas
ici, le matériel mathématique précédent.

Probléme 41. L'étude d-apreés a pou objet de démontrer le théoréme de d Alembert : tout polynéme a
coefficients dans C, de degré > 1, possde a1 moins une radne dans C.

|. Dans cette question, on montre qu' on peut supposer que |P(2)| = |P(0)| pour tout z [0 C.

1. Soitu et vOC. Montrer quel’on a: |u+v| = |JulHvl.

2.0nposeP(2) =ay+ayz+ ... +a,2, ol z ag, a, ..., a, 1 C, aveca, # 0. Soit K [J FRj. ; montrer qu'il existe p
O FRi tel que, pour tout zO C, s |7 > p, dors |P(2)| = K.

3. Déduire de cequi précale qu'il existe z, O € tel que, pour tout z O C, on a|P(2)| = |P(z)|. Montrer en outre
gue, dansle calre de I’ étude anorcée on peut supposer que z, = 0.

[I. On suppose désormais que I'on a |P(2)| = |P(0)| pour tout zd €. On vamontrer que, en fait, on aP(0) = 0.

1. vérifier gu'il existe un entier m, des nombres complexesa et b, b # 0, et un polyndme & oefficients complexes
Qtelsque, pour tout zO €, ona: P(2) = a+ bZ" + Z™'Q(2).

a
b
(1-AMa + A\w)™Q(Aw). Montrer alors que, si I'on suppose a # 0, on peut choisir A tel que I’on ait : [P(Aw)| <
|al. Conclure.

2. Soit wune radne mrieéme du nombre omplexe— et soit A O R tel que 0 <A < 1. Vérifier quel’'ona: PAw) =

Probléme 42. Dans cequi suit, I’ éude d’ une suite mnvergente met en évidence le phénoméne d’ accumulation
deserreurs d'arrond lors de alculs numériques réalisés al’aide d’ une alculatriceou d un adinateur.



I. On considére les siites (uy)non définies par la donnéede U, €t u, et, pour n O N*, par larelation de réaurrence:
_ 1130, 3000

Unsp = 111 u + s (v).

1.0n prend ug = 2 et u; = —4. On a cdculé avec un tableur les premiéres valeurs de la suite (U,)non a@ns

déterminée:
2;-4;185; 937837838 7,80115274 7,15441448 6,80678474 6,59263277. 6,44946593 6,34845206
6,27443866 6,21869677, 6,17585386 6,14262717 6,1202487; 6,16608656 7,23502117. 22,0620785;
78,5755749; 98,3495031; 99,8985693; 99,993871; 99,9996304; 99,9999777, 99,9999987, ...

Quelle mnjedure peut-on raisonnablement formuler quant a la limite Aq de (uy,) non ? Vérifier que I'on abien : A
—111 1130, 3000
N A

2. Montrer que la limite A d une suite convergente (U,)non définie par la donnée de g et u; et par larelation de
réaurrence (v) vérifie I’ équation A® = 111\> — 1130\ + 300Q Prédser les Dlutions de cete éyuation.

3. On considere anouveau la suite (uy)non définie par uy = 2 et u; = —4, et par la relation de réaurrence (v).

] _ 4x5n+l _ 3x6n+1 , . .
Montrer que, pour toutn O N, ona: u, = 5 3G En déduire nI[nooun.

Probleme 43. Dans |’ éude qui suit, on ddmortrel'irrationdité du nambre 7t
1. Pour tout n O N, on rote P, le polyndme défini par : P,(X) = % X"(1-X)". D’ aprés la formule de Leibniz, on a,
k .
pour tout n, k TN : P%(X) = n—ﬁz OO,
i=0
a) Montrer que, si k<n, onaP,®¥(0) = P,®(1) = 0.
b) Montrer de méme que, pour tout n O N, P, est un polynéme de degré n & mefficients dans Z et que I'on a
P."(0) = 1.
2. Soit f une gplication de dase C” de [0, 1] dans R,. Montrer que, pour n O N, on a: [Oan(")(x) f(x)dx = (-

D" [P (cx.

3. Onsuppose quil existe a O Ri tel que, s a est rationnel, aorsil en est de méme de [lekf(x)dx pour tout k O
N.
a) Montrer que, pour tout n O N, il existe A,, B, O Z tels que [Oan(")(x)f(x)dx =§.

- n

b) On suppose que lim B, [Oan(x)f(”)(x)dx =0 et que A, # 0 pour une infinité de valeurs de n. En déduire que
Nn- oo B

I"hypothése de rationalité de a doit &tre regjetée
4. On suppose ici que o = Tt et on prend pour f I'application définie sur [0, 1] par f(X) = sin(TX). Montrer gue,
pour tout k OO N, il existe I, 0 Z[X] de degré k tel que [O"xksin x dx = I (7). Déduire dors de cequi précéle que

TIest irrationngl.

Probléme 44. Dans cequi suit, lesquestions 1 et 2 sont préparatoires a la question 3 ou |’ on établit I’ égalité

00

i
2 K~ 6
k=1
1. @ Montrer que, pour k O N* et x O R, on a: sin(2k+1)x —sin(2k—1)x = 2 sin x cos 2kx.
b) On admet que, pour tout n [ N*, il existe un polyndme T,, de degré n tel que, pour tout x O R, ona: cosnx =
Tn(cos x). Déduire de cequ précede que, pour tout m [0 N, il existe un polynéme Fy, de degré m tel que, pour
tout x 0 R, ona: sin(2m+1)x = sin X F(sin’X).

¢) En observant que F, apour zé&os les réds sn’ pour k=1, 2, ..., m, montrer quon a:

2m+1



m[ ] sn
Fu0 = emed) [ 4 -~ Dhisauesin= (2m a7 [ [3- ZTD

_ 2
“lg S oman <10 S o1

2. a) Etablir les résultats siivants, ol e est la base des logarithmes népériensett, u O R :

€ > 1+t ;9 1+t > 0, alors &” <1i su<1, dorset <1y,

b) Soit U O [0, 1 un ensemble fini non vide Déduire des résultats précédents que I'on a
1-3 1— < @2ugu WY < M@= eZuul< 1,

uguy ufu
En observant que €2uu" < 1 , endéduireque, s ) u<lona:
1+ uou ugu
>u
_uou_
<1-T1Qws S —

+3u uou uEIUl_u

ugu

E=mE

3. Pourk=1,2, ..., m onposeu= E’—D Montrer que pour x asez proche de 0 dans]0, 1], on a:

B 2m+1|:|

21<k5m Uk sin X Uy
= <1- < —,
1+Y 1t U (2m+1)sin== 2 1skem]
2m+l
b) Déduire de I'encadrement précdent |'égalité % %’_(ZTll)ZE: ¥ 1<kem Dl—kng pus I’ égalité
%Zrml)sm 2]
suivante, ou N est un entier positif inférieur am:
1 1 O 1
% z]_k_N EE ZN+1sksm E-
2m+1)sin 6(2m+1)* 2m+1)sin kit ]
% 2m+1DE % 2 L]

. 2 . , 1 Ry
¢) On admet que smtz;[t pour t O [0, TV2[. En déduire que I'on a%—zm@,\, ﬁ% v OURN = Y joNt1 12 k2

Que peut-on en conclure ?

Probléme 45. |. Résultats préliminaires. — On rappelle les résultats suivants.
@ Pour tout entier n = 2 et pour tout all Z, on rote [a], I'élément correspondant de Z/nZ : [a], =
{atkn/kOZ}. Le symbole =, désignant I égalité modulo n, ona ecore: [a],={ xOZ/x=,a}.
@ On désigne par U, le groupe multiplicatif des unités de Z/nZ, ¢’ est-a-dire des éléments de Z/nZ qui
possdent un inverse dans Z/nZ. On a: [a], 0 U, = PGCD(a, h) =1; ans par exemple Ug ={ 1,5}, Ug={
1,357} Ug={1,24,57,8}.
@ Si G est un groupe fini d’ ordre m noté multiplicativement, pour tout x 0 G on ax™ = 1g (o0 1 est I'dément
neutre du goupe G).

On pose ¢(1) = 1 et, pour tout entier n = 2, ¢(n) = cad U, ; on adonc, par exemple, $(6) =2, ¢(8) =4, $(9) =
6. (L'applicaion ¢ : N* — N* ains définie et I'indicatriced’ Euler.)

1. Déduire de cequi précéle que, pour tout entier n = 2 et tout a [ Z, si pceD(a, n) = 1 dorsa?® =, 1.
2. On suppose n > 2. Montrer que, dors, [n-1],, 0 U,. En déduire que $(n) = 2.

II. Cryptographie a clé publique. —Un groupe de personnes, [, souhaite pouvoir échanger confidentiell ement
des messages prenant la forme de nombres entiers séaivant avec ai plusr chiffres (ot r O N*). Le gestionnaire
duréseau [0 qu elles forment attribue a dlaque membre duréseau | 00 O un entier (1) delaformen = pq, ou p et



g sont des nombres premiers distincts qui S éaivent avec a1 moins r+1 chiffres. L’applicaion pu: 0 — N ains
définie est supposée injedive; n = Y(l) est appelé le modue de |. Par allleurs, le gestionnaire définit une
applicationy: 0 - N qu assgne a tague membreduréseau | O O un entier ¢ = y(1) premier avec¢(n), ol n =
u(h). L'entier c = y(1) est appelé I'entier de chiffrement del.

1. Montrer qu' on peut définir une goplication : 0 — N qui assgne a tiague membre | O [0 un entier d = &(1)
vérifiant 0 <d < ¢(n) et cd =4y 1, ot c=y(1). (L’ entier d = &(1) est appelé entier de décniffrement del.)

Dans ce qui suit, on suppcse qu une telle apgication & a été définie, mais que seul | conndt son entier de
dédniffrement personrel, d = §(1). (On n'examinera pasici comment cette anfidentialité et rendue passble.)

2. a) Soit n, c et d le module ¢ les entiers de dhiffrement et de dédhiffrement d’'un membre D duréseau [, et soit
a un entier s éaivant avec al plus r chiffres (a est le « message e clair »). Soit alors b O [0, n[ tel que b =, a°.
Démontrer quel’ona: b =, a.

b) On suppose que E O O (I expéditeur) souhaite transmettre aD O O (le destinataire) un message constitué d’un
unique nombre entier a d'au pusr chiffres; E et D adoptent la procédure suivante : E chiffre le message a en le
remplacat par b O [0, n[ tel que b =, a°, et transmet le message mngtitué par I'entier b a D. Déduire de cequi
précele que, connaissant b (le message dhiffré), D pourraretrouver a (le message en clair).

Probleme 46. L' étude d-aprés porte sur |’ ordre de cnvergencede la méthode d'interpdation linéaire (ou des
searntes).

I. Soit une suite rédle (X,)non U converge versa [0 R, avecx, # o pour tout n 0 N. Pour tout n [ N, on pose €,

= X, —al. On dit que (X,)non a@dmet le réd p > 0 pour ordre de cnvergence s la suite de terme général % (oun
n

O N) admet une limite finie K > 0. Montrer que, S'il existe, I'ordre de amnvergence de (X,)non €t unique.

II. Soit f une gplication d'un intervale | de R dans R qu Sannule en un point o de |, dont la dérivée f' ne
sannule pas aur |, et qui admet sur | une dérivéeseconde antinue, avec f” (a) # 0. Soit alors g €t x; deux points
Xn —Xn1
) = f(X-0)

(X)now qui converge vers a. On admet en outre le résultat suivant : pour tout n= 1, il existe B, O J(O, X1, Xn) €t

distincts de I\{a}. On suppose que les égalités xn.1 = X, — f(Xn) ou n = 1 dinisent une suite

Yo 0 I(Xn-1, %) tels quUe €141 = %EE@M (ou J(a, b, c, ...) désigne le plus petit intervalle mntenant a, b, c,
n,
o).

€n+1
P

1. Dans cette question, on suppose que (X,)non @met le réd p > 0 pour ordre de cnvergence, avec  lim .
N - o ¢€p

K. Montrer que p vérifiel'égalité p? —p— 1=0 et queK = Mmjp. En conclure que I ordre de anvergencep

[2f (a)d
est le«nombred or » @ = 1%@

2. Dans cette question, on démontre que (X,)non admet le réd @ pour ordre de convergence

€n

[
n-1

a) Pour tout n O N* on posey, = . En observant que ¢ — 1:%montrer que, pour n O N*, ona:

Of () O
2f (B

b) Pour n O N*, on pose u, = In(y,), Vi, = In(c,). Montrer que, pour n = 2,

Yoe1 = Ca Yo % 0l €y =

L]
En déduire que la suite (y,)non converge vers une limite non rulle si et seulement si la suite (S,)ns> converge.

2 .
SOMT, s ous = Sy LA
Un = o] u+So0uS, igovn_._lD "

Vérifi im v = In BE@0 £n gpearvant que, >2
0) drifier que im v, =In o 5 En observant que, pour n= 2, ona



S = [(Ve1 = V) + k(Vio = V) + K(Vaz —V) + ... +K7(vi —V)] + V(1 + k+ I+ ... + KD

N . 1 . 1. 0f(a) O s . 1+3[5
ouv=Ilim v,etk==—=, montrer que Im S,==1In - En déduire que la suite (X,)non admet ¢ =
n-oo () q n_,ooS1 o |:2f (U)D q (Xn) oN ¢ 2

L En _ [Of7(0) [Fe
our ordre de mnvergence @ que lim =" = .
P gence & awe M, e ~ oof ()0
Probleme 47. Dans cequi suit, M est un systeme multi pli catif de nombres réds grictement positifs, ¢’ est-a-dire
un ensemble M O R tel gue, pour tous x, y [0 M, onaxy 00 M. Pour tous x, y 0 M, on dit que x divise y dans M

s i—’ 0 M. Si x O M divise dns tout nombrey [0 M, on dit que x est une unité de M ; on désigne par U I’ ensemble

des unités de M. On dit alors qu'un nrombre x 0 M est sécable s'il existey, z [0 M\U tels que x = yz. Un nombre
qui N'est pas ¥cale et dit inséable. (Dansle c& ou M = N*, on retrouve la notion usuelle de divisibilité ; on a
donc U ={1}.Un nombreinsécale et alorsun entier premier, et un nombre sécale un entier composé.)

1. Danscequi suit,onpose [1={ m+ n\/f)/ mnOZ}n R} Vérifier les trois propriétés siivantes: a) [ est
un systeéme multiplicatif ; b) dans ], 2 + \/TO divise 12 + 3\/1_0 ;C) 3+ \/1_0 est une unité de [1.

2. On suppose que, sur M, est définie une goplication f a valeurs dans N* vérifiant les deux propriétés siivantes :
a) pour tous x, y OO0 M, f(xy) = f(X)f(y) ; b) pour tout x 0 M, x est une unité de M s et seulement s f(x) = 1.
Démontrer que tout x [0 M s éait sous laforme d’un produit X =y; ... Y, de nombresinsécales de M.

3. Pour tout nombre a + b\/l_O O[], onpose: d(a+ b\/l_O) = |a® — 1(?. Montrer que, quels que soient a + b\/l_O
etc+ d\/TOD [1,ona: ¢((a+ b\/l_O)(c+d\/1_0)) =¢(a+ b\/1_0)¢(c+ d\/f)). En déduire que a + b\/l_OD M
est une unité de [ s et seulement s ¢p(a + b\/l_O) =1

4. En observant qu' un carré parfait qui n'est pas de forme 5k est de la forme 5k + 1, montrer que les nombres 2,

3,4+ \/1_0 et 4 —\/TO sont insecales dans []. Vérifier quona: 2x 3=(4 + \/1_0)(4 —\/1_0) ; que peut-on en
conclure ?

Probléme 48. On considere la suite (r,,) définie par ro = 1 et, pour n = O, par la relation de réaurrence rp.q =
Mod(5r,+1 ; 16), ou Mod(a ; b) désigne le reste de a dans la division euclidienne par b (avec a, b 0 N*). Un
programime de cdcul afourni les valeurs siivantesde (ry,) : 1, 6, 15, 12, 13,2, 11, 8,9, 14,7,4,5, 10, 3,0, 1, 6,
15,12 13...

1. Justifier le fait que les valeurs de (r,,) sont alternativement paires et impaires.

2. On définit la suite (s,) par 9 = 1 e, pour n = 0, par la relation de réaurrence s,; = 55,+1. Les réaultats
présentés dans le tableau ci-apres peuvent porter a penser que, pour tout entier n= 0, on a: r, = Mod(s, ; 16).
Démontrer qu'il en est bien ains.

n S Mod(s,; 16)
1 1

6 6 6
15 31 15
12 156 12
13 781 13
2 3906 2
11 19531 11
8 97656 8
9 488281 9
14 2441406 14
7 12207031 7
4 61035156 4
5 305175781 5
10 1525878906 10




3. Montrer que, pour tout n>0,0ona:s,=1+5+ 5%+ ... + 5" En déduire que, pour tout n =0, ona: r, =
Mod(1+5+5°+ ... +5"; 16).

4. Onauraobservéquel’'ona: { ro, rq, ..., 5+ ={0, 1, ..., 15 }. Expliquer pourquoi il en est ainsi et démontrer
que, pour touti 0 {0, 1, ...,15} et pour tout entier k= 1, ona: ri;1e = ri.

5. Que se passe-t-il § I'on change la valeur dery (en restant dans{ 0, 1, ..., 15 }) ? On pourra s appwyer sur les
suitesrg, ry, ..., 15 Ci-apres

016,15 12 13 2,11, 8,9,14,7,4,5,10, 3
1,6,1512 13 2,11, 8,9,14,7,4,5,10,3,0
2,11,8,9,14,7,4,5,10,3,0,1, 6, 15, 12,13
3,0,1,6,15/12,13 2,11, 8,9,14,7,4,5, 10

Probléme 49. Soit | = [0, 1] O R et soit F le C-espace vedoridl des applicaions de | dans C, € cdui des
applicaions continues de | dans C, 2 cdui des applicaions dérivables de | dans C. On ales inclusions drictes ¢
aci«F

1. Soit #' I'image de © par I’ application linédre de ¢ dans 7 qui asocie aF 00 0 sadérivéef = F'.

a) Justifier I'incluson ¢ O .

b) Soit F O F définie par F(x) = X cos%%si x>0, = 0 sinon. Montrer que F O ¢, mais que F' O €. En déduire
guel'onal’inclusion stricte £ O .
2. Soit ¢ O F définie par ¢(x) = % s x>0, = 0 sinon. On admet le résultat suivant, dd a Gaston Darboux : s F [

0, alorsF' (1) est connexe. Endéduireque ¢ O ¢'. (Onadoncc O ¢ O F.)
3. On veut montrer que, s f, g O 9", on na pas nécessirement fg 0 ¢ : en d autres termes, ' n'est pas une

agébre. On considére G, h, k, £ O F définies par G(0) = h(0) = k(0) = £(0) &t, pour x > 0, par G(x) = XzeXpDkZD

i 2
h(x) = 2x expgz—D k(¥) == exp%% 2(X) =X exp%%
a) VérifierqueG O 0 et que G =h— 2k Endédurequek 0 7.
b) En observant que k’¢ = ¢, montrer que ' n'est pas une dgébre.

Probléme 50. Tout nombre premier hormis 2 est soit de la forme 4k + 1, soit de la forme 4k + 3. Dans ce qui
suit, on démontre que, s p est un rombre premier de laforme 4k + 1, alorsil existea, b 0 N* telsquep = & + b?
(Albert Girard, 1632; Pierre de Fermat, 1654. Ona dansi : 5= 12 + 2°,

1. @) Soit S un ensemble fini non vide & f : S — Sune involution, ¢ est-a-dire une gplication telle que > = Ids.
Montrer que, pour touss, t0Sonasoit{ s, f(9} n{t, f()} =0,s0it{s f(9}={t )}

b) En considérant I'égalité S=Uss{ s, f(S) }, montrer que, s Card S est impair, alors f possde al moins un
point fixe.

c) On prend désormais S={ (x, y, 2 ON*3/x* + 4yz=p} ot p = 4k + 1 est un rombre premier ; I'ensemble S
est fini, et non vide (puisque par exemple (1, 1, k) 0 S). Soit f I'involution définie sur Spar f(X, v, 2 = (X, Z ).
On admet (provisoirement) que Card Sest impair. En déduire le théoréme de Girard-Fermat.

2. d) On suppose que ¢ est une involution de Sayant un point fixe unique. Montrer que Card Sest impair.
b)OnposeS =Sn {x<y-z},$=Sn{y-z<x<2y},S=Sn {x>2y}. Véifier que (9)«i<3 €t UNe
partition de S

c)Onposed(x Yy, 2 =(X+22zy-x-2)S (%Y, 2 0S, =(Qy—-X Yy, X-y+2s(X,y,2 0S,, =(Xx— 2, x-y
+zyY)s (XY, 2 0S. Vérifierquel'ona¢(S) 0S;, ¢(S) O0S, ¢(S) O S, et que d est une involution de S,
Montrer que (1, 1, k) est I'unique point fixe de ¢. Que peut-on conclure ?

Probleme 51. On rote M,(R) I'algébre des matrices carées rédles d ordre n, et GL,(R) le groupe multipli catif
des matrices inversibles de M(R). Pour tout X 0 R" (n = 2), on désigne par [X| la norme euclidienne de X. Soit D
la boule unité (compade) deR": D ={ X OR"/|X|< 1 }. Pour tout A [ M(R), on pose: ||Al| = max { |AX]/ X
OD}. Ona en particulier |l|| = 1, ou | est la matrice unité d ordre n. On rappelle que I'application || || de My(R)
dans R, est une norme qui vérifie I'inégalité |JAB|| < ||Al|lIB]| et que, dans un espacevedoriel normé de dimension



finie, toute série absolument convergente et convergente. L’objedif de I étude est de démontrer que, étant donné
A O GLy(R), s B0 M,(R) est asezprochede A, c'est-a-dires ||B — Al| est asz petit, dors B [0 GL,(R).

1. Soit une matrice A 0 My(R) telle que ||l — Al < 1.
a) Montrer que la série de terme général (I — A)¥ converge.

N
b) Pour tout N O N, onpose Sy = ) (I —A)k. En observant que Sy — Ay = Sw+1 — |, montrer que A O GL(R) et
k=0
queA™= S (1-AF
k=0

2. Soit A 0 GL(R) et B O My(R) telles que ||B — Al| < ——. Montrer que A™B 0 GL(R). En déduire que B O

1
A
GLx(R). Que peut-on dire de la partie GL(R) de M,(R) ?

Probléeme 52. Soit f une gplication continue de | = [0 1] dans R. On démontre d-apres que la suite de

fonctions polynomiales (B (f))non définie par By(f)(X) = z Cnx (1 —x)"*f ﬂEconverge uniformément vers f sur
k=0

| (démonstration due aS. N. Bernstein du théoréme de Welierstrasg. Soit un réd € > 0; f éant continue sur le

compad | est uniformément continue sur | : il existe donc unréd & > 0t que, pour tousx', X" O 1, § X —X'| <

0, dors|f(X) — f(x")| <%. On pose enoutre M = )s(uEh) [f ()]

1. Vérifier que, pour x 0 1 et n 0N, ona f(X) —Bo()() = 3" + 3 00 3 = 5 Che¥a - x)*%*(x) fﬂﬂﬂa

KOK*
s- = yckéa - x)”‘k%‘(x) fﬂﬂﬂ avec K' HkDM/o<k<net55—xDzéﬂ & K =
KOK™ H
K_,0 ona: [s1<&
@kDIN/Osksnet[h xD<6§Montrerquelona.|z|52.

2. Soit x O 1 et n O N*. On considére n variables alédoires indépendantes X, ..., X, a valeurs dans {0, 1} telles
que, pour 1<i<n PX=1) =xet P(X;=0)=1-x.0On pose§( :% On rappelle que E()j() =X et

var(X) = ﬁln;xl
a) Montrer que P(X —x|=8) = Y Cnxk(l —X)".
kOK*

b) On rappelle que P(|)E< —-Xxz29) < uagziz (inégdlité de Bieynamé-Tchebychev). Montrer que, pour n asz grand,

NE % Que peut-on en conclure ?

Probléme 53. 1. On s efforce de résoudre dans € I équation x* + ax® + bx* + cx+d =0, 0u a, b, ¢, d O R.
a) Soit A O R ; montrer que I équation précélente s éait [ + %x + A2 = ax® + Px +y, ol a, B, y dépendent de

A

b) On suppose que I'on conrelt un réd A tel que I'on ait : B? = 4ay. Montrer que I’on peut alors résoudre
I'équation x* + ax® + bx? + cx+ d = 0.

c) Quel probléme rencontre-t-on, dans le ca général, pour trouver A tel que B2 = 4ay ?

2. Al'aide dela technique esquisste d-desaus, résoudre I’ équation x* + X +%x2 -x+1=0.

Probléme 54. Etant donré un cercle de rayon 1, il n'est pas possble de mnstruire ala régle @ au compas un
caré g/ant méme dre que le cecle donng, c'est-a-dire un caré de cﬁté\/ﬁ (Lindemann, 1882. Mais il existe



diverses constructions approchées correspondant a diverses valeurs approchées de 1t La construction rédisée
déaite d-aprés est due aSrinivasa Ramanujan (1913.

Sur lafigure d-contre, O est le cantre du cercle de diamétre [AB], M

est le milieu de [AO] et T vérifie BT = % OB = % La droite (TP) est
perpendiculaire a(AB) et 'onaBQ = TP. Sest le milieu de de [AQ]
et D vérifie AD = AS. Ona(TR) // (BQ) // (OS). Ladroite (AC) est
tangente au cercle en A et AC = RS. OnaBE = BM et (EX) // (CD).

1. Le caré de dté BX a dors une dre voisine de 1. Que vaut cete

X are?
2. Sachant que 'on aTt = 3,141592653589793.,.déterminer k [ [1,
c 10[ et p O N tels que |[BX? — 1 < ki10™ en prédsant s BX? est une
D valeur approchéede Ttpar excés ou par défaut.

Probléme 55. Dans un repére orthonormal, on considére la abique C d'équation G + y® = 9. Dans ce qui uiit,
on sintérese aix points M(x, y) de C & mordonnées rationnelles: (x, y) 0 Q%

1. Donrer un exemple d'un tel point.

2. Montrer que s M 0 C est un point a oordonrées rationnelles (X, y), alors x et y sont non ruls. Montrer de

mémequon napasx=y.

3. Soit M(Xg, Yo) Un point & mordonrées rationrelles de C. Montrer que latangente T & C en M remupe C en un

point M’ # M & mordonnées rationnelles. Donner I’ expresson des coordonnées de M’ en fonction de X, et V.

4. On considére les siites définies par Xo = 2, Yy = 1, Z, = 1 et par les relations de réaurrence suivantes : X1 =

Xa(Xn® + 2Y5) § Yoer = = Yo(2Xa® + Y0?) § Znet = Zo(Xe® = Vo).

a) Montrer que, pour tout n [0 N, X, est pair et Y, et Z, sont impairs. En déduire que, pour tout n O N, le point
. Y, : e

M, de mordonnées B(—”, — bien défini.

" SAFAN

b) Vérifier que, pour tout n 1 N, le point M, appartient & C. Prédser les coordonnées de M, et M,.

c) Montrer que, pour tout n O N, s a est I'exposant de 2 dans la décomposition en fadeurs premiers de X, aors
I"'exposant de 2 dans la décomposition en fadeurs premiers de X1 est o + 1. En déduire que les points M, (n O
N) sont tous distincts.

Probléme 56. On considere deux dés non récessirement équilibrés dont on note respedivement p; et g la

6 6
probabili té d’ apperition de la facemarquéei (1<i<6);ona ) pp= ) g =1avecp,q>0pouri=1, ..., 6.
i=1 =1

On définit alors deux polyndmes, P et Q, par : P(X) = piX + poX? + poX3 + paX* + peX® + peX®; Q(X) = quX +
X2+ geX° + X’ + gsX + geX°.

1. Montrer que, pour tout entier k de 2 812, lorsgu’ on lance les deux dés, la probabili té r, d'amener une somme
de points égale ak est égale au coefficient de X* dans le polyndme PQ.

2. On suppose que les dés sont parfaitement équili brés, ¢’ est-a-dire que, pour tousi =1, ..., 6, ona: p,=q = é
Déduire de cequ précéle les valeurs des probabilités r, (k = 2, 3, ..., 12). (Pour obtenir les coefficients du
polyndme PQ, on poura procéder par calcul formel sur une alculatricescientifique.)

3. On cherche a onstruire une pare de dés truqués donnant a toute somme de points de 2 a 12 la méme
probahili té d’ apparaitre.

6 6
a) Montrer que cdarevient atrouver des nombresp; et ¢ (1 < i < 6) strictement positifs vérifiant ) pi= > g =
i=1 =1

lettedsque: (py+ ... + pO) (O + ... +QeX° :%1(1+ .+ X9,

b) Montrer que, dans I égalité précédente, le polyndme figurant au membre de gauche s annule dans R tandis que
le polynéme figurant au membre de droite n’ a pas de radnes rédles. Que peut-on en conclure ?



Probléme 57. 1. Une algébrerédle de dimension 3. On rote #(R) le R-espacevedoriel des applicaions de R
dansR etonpose: T;={ ¢ O AR) /il existe a, b, c O R tels que, pour tout x 0 R, ¢(X) =a + b cosx + csinx
}.

1. Montrer que, dans |’ espacevedoriel #R), I'ensemble{ 1, coset sin} est libre. En déduire que T; est un sous-
espacevedorid de #R) de dimension 3.

2. Pour tous ¢, Y O T3 et pour tout x 00 R, on pose ¢ Cip(X) :%[ [Oznq)(t)lp(x—t)dt. Soita, b, ¢, d, e f OR tels

gue ¢(X) =a + bcosx + csinx et P(x) =d + ecosx + fsinx, pour tout x 00 R. Vérifier que ¢0Op O T3 et
exprimer P danslabase{ 1, cos, sin} de T,.

3. Montrer que la loi de composition interne [ définie sur T; est asciative, commutative, qu elle possde un
élément unité, est distributive par rapport a I’ addition et que, pour tous ¢, Y 0 Tz et tout A O R, ona: ¢OAY) =
(Ad)Op = A($Ap). Existe-t-il dans T, des diviseurs de zé&o, c est-a-dire des éléments ¢, Y tels que I'on ait ala
foisp Z0, Pz 0et ¢ =07

II. Algébresrédles de dimension impaire. Soit n 0 N* et soit T une R-algébre de dimension n, ¢’ est-a-dire un
R-espacevedoriel de dimension n muni d’ une multiplicaion interne Odistributive par rapport a |’ addition et telle
que, pour tousx, y O T et tout A O R, on ait : x({Ay) = (AX)0y = A(x[3)). On suppose en outre que T posede un
élément unité u et n'a pas de diviseurs de z&o a gauche, ¢’ est-a-dire et telle que, pour tousx, y O T, s X0y = 0 et
x# 0, dorsy = 0. On démontre dans ce qui suit que, si n> 1, ladimension n de T est nécessairement paire. Dans
toute la suite, T est identifiée aR", et on note smplement xy le produit x0y.

1. Soit x O T ; vérifier que I'application t(x) de R" dans R" définie par t(x)(y) = Xy pour tout y O R" est un
endomorphisme de I’ espacevedoriel R". Montrer alors que I’ applicatiion T qui atout x O T aswocie 1(x) O L(R™
(ot L(R") est I’ espacevedoriel des endomorphismes de R") est une gplication linéadre de T dans L(R"). Montrer

gue T(gu) = €ldgn, ol € = 1.

2.S0it x O T, x # 0. Montrer que T(X) est un automorphisme de R" et que det T(x) # 0 (ou det désigne
I' application qui, & tout endomorphisme de R", ascie son déterminant).

3. On suppose nimpair. Montrer qu' on a dors: det (eldgn) = € (oU € = +1).

4. On suppose désormais n > 1. |l existe dors un chemin continu y alant de—u au dans T sans paser par 0, C'est-
adire une gplication continue de [-1, 1] dans T telle que y(-1) = —u, y(1) = u et y(t) # 0 pour tout t O [-1, 1].
On définit I'application wde [-1, 1] dansR par w(t) = det (T(y(t)) pour tout t [0 [-1, 1]. Déduire de cequi précéle
que, pour tout t 1 [-1, 1], w(t) # 0.

5. On rappelle que I’ application det de L(R") dans R est continue. Montrer que w est une gplication continue de
[-1, 1] dans R et que w(€) = €, ol € = 1. En déduire qu'il existe ty O ]-1, 1] tel que w(ty) = 0, en contradiction
avecle résultat précélent. Que peut-on en conclure ?

Probléme 58. 1. Un résultat classque d’intégration approchée On considere le résultat suivant, désigné d-
apres par (#), qui permet de cdculer des valeurs approchées d’ une intégrale définie [ab f(t)dt :

Soit f une goplication définie @ continue sur I'intervalle [a, b] de R, ot a< b et soit n [0 N*. On pose:
Tu(f) :bz;na (F(x0) *+ 2f(x0) + 2f(Xo) * ... +2f(Xn-1) + f(Xn)),
oux,=a+i bfa, 0<i<n.Sif possdesur [a, b] une dérivéeseconde f" continue ¢ telle qu'il existe un réd M
vérifiant |f"(X)| < M, pour tout x [ [a, b], alorson a: |Tn(f) — ,[ab f(t)dtl Sﬁbl;mb;f M.
1.0Onprenda=0, b=1et f(x) = X% pour tout x [0, 1]. Calculer la valeur exacte de Ts(f) et celle de 7[01 f()dt.

Vérifier quel'ona: |T5(f) - ,[ab f(t)dtl < ﬁ



2.0nprenda=0,b=1et f(X) =x¥ pour tout x O [0, 1]. Vérifier que f ne satisfait pas les conditions
d applicaion de (#). Donner la valeur exade de [01 f(t)dt et lavaleur dédmale goprochée 4107 prés par excés

de Ts(f). En déduire un mgjorant de | Ts(f) — [ab f(t)dtl delaforme k07 ot 1< k< 10.

II. Démonstration de (@). Dans cete sedion, on se place dars le adre général prédse dars la sedion

précédlente. 1. Pour touti, 1<i<n,onpose:L;= %‘ (f(x-0) + F%) — [X.Xi f(t)dt. Montrer quel'ona: L; =
IRi—1

X _ ' ~ :Xi—1+xi
Lq_l(‘ m)f* tct, oum ===

2. Par une intégration par parties, montrer que L; :% X %Tg —(t— m)za‘"(t)dt ou 1<i < n. Enobservant
X1

an 0

alorsquel’on alTn(f) - [ab f(t)dtl =[] Li[J endéduire ().

’ =1 O
[l . Améiorations de (@). 1. On suppose seulement que f possde sur [a, b] une dérivée f' continue, et qu'il
existe un réd N vérifiant |f' X)| < N, pour tout x O [a, b]. Montrer que I'on a dors |Lj| < % %):_a% En déduire

2

|Tn(f) - [ab f(t)dtl s£b4;na)— N. Qu’ obtient-on lorsque f(x) = x*2 pour x (I [0, 1] ?
2. 0On suppose e outre que f" existe sur ]a, b] et que les intégrales impropres [ab f*(t)dt et [ab If"(®)]ct

convergent. Justifier dans ce ca& I'égdlité L; = 1 [X‘ DIPLag—(t—m)za‘"(t)dt, pour tout i, 1 <i <n. En

2 X1 [02n
2
dedire que To(f) - [ 2 Fok) < ﬁbs;n?L [0 I ®lck. Qurobtient-on ainsi forsque £(x) = x*2 pour x 1[0, 1] 2

Probléeme 59. 1. Dans le plan ? rapporté aun repére orthonormal, on considére le cacle C de caitre O et de
rayon 1, d’ équation x* + y? = 1. Montrer que | application de Q dans Q? définie par

o2t £-1p
U= s Er 0
est une surjedion sur I'ensemble{ (x,y) DQ*/x* +y*=1et (x,y) # (0, 1) }.

2. Dans ce qui suit, on se propose de démontrer, par I'absurde, le résultat suivant : pour tout entier n = 3, |l
n'existe pas de polyndmes p, g, r a oefficients dans Q tels que les fradions p/r et g/r soient définies et non

constantes aur R et vérifient, pour tout t 00 Q, %{3% + %H = 1. On suppose donc trois polynémes p, g, r O

Q[t] non tous constants, premiers entre aux dans leur ensemble dans Q[t] et vérifiant, pour tout t O R, I'égdité
p(t)" + q®)" —r(t)" = 0, avecr(t) # 0.

a) En observant que I’ hypothese faite sur p, g, r entraine la non-constance des fradions p/r et g/r, montrer que les
polyndbmesqg'r —qr’, r'p—rp’, p'q—pg (oup’, g, r' sont les polyndbmes dérivés de p, q, r) ne sont pas nuls.

b) Vérifier que les lutions non rulles (x, y, 2 0 Q(t)® (ou Q(t) est le @rps des fradions rationnelles a
coefficients dans Q) du systéme

Hpx+ay —rz= 0

Odp'x+qy-rz=0
séaivent x = é ar—-qr),y= é rp-rp), z= —é (P'q—pqg), ou f, g O Q[t] sont non ruls et premiers entre
eux.
c) Déduire de cequi préceale qu'il existe un polynéme non rul g 0 Q[t] tel queI’on ait

N , 1,, ,
p”1=§(qr—qr),q”1=§(rp—rp),rM:—a(pq—pq)-



d) Soit k, £, m le degré des polyndmes p, g, r. On suppose qu'on ak = £ = m. Montrer, par des considérations de
degré sur I'égalité gp™™* = g'r — gr’, que, lorsque n = 3, on aboutit ains & une impossbilité. Justifier aors le
résultat annoncé

Probléme 60. |. On rappelle que, éant donné un nombre mmplexe z= x+iy, ol x, y O R, ona & = &Y = ¢
= é(cosy + i siny). On rappelle en outre que, le nombre a étant un réd strictement positif, on a: a* = €"?. Dans
tout ce qui suit, pour tout nombre cmplexe a, on note Log a I’ ensemble des nombres complexes z tels que € =
a;onadonc:Loga={zOC/&€=a}.

a) Onsuppose a réd ; prédser Log a.

b) Soit a un nombre cmplexe non rul. On rote p = |a| > 0 son module @& 6 = Arg a [ ]-T1, T son argument
principal ; onadonc : o = pe®. Exprimer Log a al'aide de p et .

c) Etant donné des complexes non nuls o et B, on pose [a]® = { €/ z 0 Loga }. Prédser I'ensemble [a]®
lorsque a est un réd strictement positif. Prédser de méme I’ ensemble [i]Y.

II.a) Un nombre complexe a est dit algébrique Sil est radne d'un polyndme a oefficients entiers relatifs.
Montrer quesia =a+ib, o0 a, b 0 Z, aorsa est algébrique.

b) On dit qu'un nombre complexe et transcendant S'il n'est pas algébrique. On admet le théoréme suivant, dd
indépendamment a A. O. Gelfond (1934 et Th. Schneider (1935 : s les nombres complexes a et 3 sont
algébriques, aveca z Oet a # 1, et S B n'est pas un réd rationnel, alors tout dément de [a]® est transcendant.

En déduire que 2' et 2V2 sont transcendants.

c) Montrer que € O [i]?!. Que peut-on en conclure ?

d) Une cdculatrice indique que V1% = 2625374126407687439999999999Montrer gue, pourtant, Ve et
pas un entier.

€) Soit a et y des réds agébriques grictement positifs, aveca # 1. Déduire du théoréme de Gelfond-Schreider

que = Ilnlc% est soit rationnel, soit transcendant. Que peut-on en conclure apropos de logor, lorsque r est un
réd rationnel strictement positif ?

'x+e—ix _ex+e—x
> etchx= >

o O R, lesapplications x — cos ax et x — ch ax vérifient I égquation fonctionnelle

f(x +y) + f(x —y) = 2f(x)f(y).
II. Dans ce qui suit, on détermine I’ ensemble S des fonctions numériques f non rulles, indéfiniment dérivables sur
R et telles que, pour tout (x, y) O R? ona: f(x +y) + f(x —y) = 2f(X)f(y).
a) Onsuppose quef O S Montrer que f(0) = 1 et quef est paire.
b) On suppose que f I S Montrer que, pour tout (x, y) 0 R? ona: f(x)f(y) = f(x)f"(y). En déduirequel'ona: S
={1}O0{xm—cosox/a OR,}O{xrchax/aOR:}.

Probléme 61. 1. Onrappellequona msx = pour tout x O R. Montrer que, pour tout

[II. On détermine maintenant |'ensemble T des fonctions numériques f non rulles, continues aur R et vérifiant
I’éguation fonctionrelle f(x + y) + f(x —y) = 2f(X)f(y).

a) Montrer, en intégrant |’ égalité précélente, que f est de dasse C.

b) Déduire de cequi précédequel’onaT =S

Probléme 62. 1. On rappelle le théoréme de I'inégdlité de la moyenne géométrique : étant donné des réds x; [

5 . njo 12 s o .
R:(=12 ..,n),0na [ <5 > X, I'égalité n'étant rédisteque si X, = X = ... = X
i=1 i=1
a) Montrer que le théoréme de I'inégalité de la moyenne géométrique entraine le théoréme suivant (hnommeé d-
aprés théoréme du roduit maximal) : éant donné un réd a O R}, quels que soient lesrédsx O R (i =1, 2, ...,

n n

n)telsque > x =a,onal]x< %% I'égalité éant rédisées et seulement si x; :%pour touti=1,2, ...,n.
i=1 i=1

b) Montrer que, inversement, le théoréme du produit maximal entraine le théoreme de I'inégalité de la moyenne

géométrique.



1. a) On rappelle que I'aire d' un triangle ABC est égale an/p(p—a)(p-b)(p—), ola=BC,b=CA, c=AB, 2p =
a+ b + c. Déduire du théoréme du produit maximal que, parmi les triangles ABC ayant un périmétre donng, les
triangles équilatéraux ont I'aire la plus grande possble.

b) Déduire de méme du théoreme du produit maximal que, parmi les parall élépipédes redangles de méme dre
latérale, ce sont les cubes qui ont le plus grand volume.

1. Les manuels du xix® séde donnmaient du théoréme du roduit maximal une démonstration que I'on peut
formuler ains :

Etant donné un n-uplet (xy, xz ...,xn) derédls > 0 dont deux coordonnées au moins ont inégales, on peut construwe un n-uplet (X,', X',

. Xy) ayant memesomme(z X = z ') mais dont le produit des coordonnées it strictement supérieur : |_| X' > |_| ;. Supposons en
i=1 i=1 i=1 i=1

X1+, i . . } )
12 2 Onax, +%’ = X;+X; (lasomme est donc inchangée), mais on a auss

effet qu on ait par exemple X; # X, et posons alors ;" = X' =

2 n n n
X1’ X' —X1Xo =£X1;4Xz)— >0, et donc Xa' X, > XaXo, desorteque [] x* > [ x (oux’ =x pour i > 2). Par suite, le produit [ x est maximal

i=1 i=1 i=1

parmi les n-uplets (Xa, Xz, ..., %n) deréels > 0 dont la somme des coordonnées est égale aunréel afixélorsguex; =X =...= X, =

a) Montrer que la mnclusion du théoréme et justifiées I’on admet que |'| X; atteint un maximum sur I'ensemble
i=1

H={ (X0, Xo» .., ) O (RY)" /z x=a}.

i=1
b) Montrer que, en revanche, la démonstration des manuels du x1x° siede et erronée On pourra sinspirer de ce
raisonnement (volontairement) erroné d a Oskar Perron (188031975 : « Cherchons le plus grand des nombres
entiers. Ce ne peut &re 2 car le caréde 2 est plusgrand que 2 ; ni 3, car le caré de 3 et plus grand que 3 ; etc.
Donc le plus grand des nombres entiersest 1. »

Probléme 63. |. Soit une gplication p de R" dans R,, ol n O N* ; on rappelle que p est une norme sur R" s
elle satisfait les trois conditions suivantes : (1) pour tout x O R", p(X) = 0 i et seulement si x = 0; (2) pour tout X
O R", pour tout A O R, p(Ax) = [A|p(X) ; (3) pour tout x 0 R", pour tout y O R", p(x +y) < p(x) + p(y). Montrer
qu'une gplication p de R" dans R, vérifiant les conditions (1) et (2) est une norme sur R" s et seulement s
Xty __ pQ X
P(X) +p(y)  P(X) + p(y) P(X)

I'ensemble D, = { x O R"/ p(x) < 1 } est convexe. (On pourra utili ser I'égalité

_FXY)__Y_.)
p(Y) + p(y) P(Y)
I1. Soit p une norme sur R". Pour tout x O R", on désigne par |[x|| la norme euclidienne de x = (Xq, ..., X, ..., X) :

K= /_émz.

a) Montrer que, pour tout X = (X, ..., X, ..., X,) JR", ona: z [x] < n|X|.
i=1

b) Montrer qu'il existe un réd k > 0 tel que, pour tous x, y O R", on a: p(x —y) < K|ix — || En déduire que p est
une gplication lipschitzienne de R" dans R.

c) Soit S la sphére unité de R" muni de la norme euclidienne: S™ ={ x O R"/ |)x|| = 1 }. Déduire de cequi
précéle quil existe desrédsc et C > Otelsque, pour tout x O R", ona: ||| < p(x) < C|KX|I-

d) Montrer &I’ aide des résultats précélents que, dans R" muni de lanorme euclidienne, Dy ={ x OR"/p(X) <1}
est un compad convexe d'intérieur non vide.

1. Dans R" muni de lanorme auclidienne, on considére un ensemble D compad, convexe, d’intérieur non vide &
tel que, s x O D, dors—x 0 D.

a) Montrer que 0 est intérieur aD.

b) Pour tout u O R, onpose uD ={ py/y O D }. Montrer que, pour tout x 0 R", il existe u > 0tel que x O puD.
c) Montrer que, Sl |1 < Wy, dors D O YD, On pose py = inf { >0/ x O uD }. En déduire que, pour tout x [
R x#0,ona:{ u>0/x0OuD } =[ly; + oo[.

d) Pour tout x 0 R", on pose p(x) = inf { p >0/ x O uD }. Montrer que p est une norme sur R" telle que D, = D.



Probléme 64. La premiére question montre comment on peut simuler la loi uniforme sur [0; 1[ & patir de la loi uniformesur { 0, 1,
..., 9}. Laseance question traite de la simulation d une loi continue ou dune loi discréte al’aide delaloi uniformesur [0 ; 1].

I. Soit r O N* et soit r variables aléaoires uniformes Xy, ..., X; prenant leurs valeurs dans I'ensemble E = { O, 1,
..., 9} desentiersde0a9. (Onadonc P(Xx=0) =P(Xy=1)=... =P(X=9)=0,1 pour k=1, ..., r.)

a) On considére la variable déaoire X = (X, ..., X;) avaeursdans E' ={ 0, 1, ..., 9}". Vérifier que, s les
variables aléaoires X, ..., X, sont indépendantes, alors X est une variable déaoire uniformesur { 0, 1, ..., 9}".
b) On conddére 'ensemble N, ={ 0, 1, ..., 10 — 1 } desentiersde 0 a10 — 1 Montrer que I'application ¢ de E'
dansN, qui a(dy, ...,d) 0{ 0,1, ..., 9} asciel’entier

107%d, + 10~%d, + ... + 10d,_; + d;

est une bijedion de E" sur N..
c) On considére lavariable déaoire U a valeurs dans I’ ensemble

l,=10"N,={0,10",...,1-10"}
définie par U = 10"¢oX. Soit 0<sa<b<1ltesqueb< 1 - 10". Onpose
n=Cad{kON,/a<10'k<b}.
Montrer que 10°(n— 1) <b-a<10"(n + 1). Endéduirequel’'ona:
[P@<U<b)—(b—a)|<10".

II. Soit U une variable déaoire uniformesur [0; 1] : pour 0O<a<b<1,PlasU<b)=b-a

a) Soit X une variable déaoire dont la fonction de répartition F est strictement croissante. On pose: Y = F(U).
Montrer que Y est une variable déaoire ayant F pour fonction de répartition.

b) Soit m 0 N* et soit X une variable déaoire prenant sesvaleursdansV={ vy, ..., vpn } OR,0ul'onav; < ... <
V. Pouri =1, ..., m, onpose P(X =v) = p. On considére lavariable déaoire Y définie par

i—1 i m-1
Y=viSU<p;=vSpisU<pitpy;...;=vis ) psU<) p;=vnsS Y ppsU<L
=1 =1 =1

Montrer que, pouri =1, ...,m,ona: P(Y=v) =p.

Solutions des problemes
Probleme 1

1. L’applicaion x > 1+|x| étant continue sur R et ne sannulant pas, a est définie & continue sur R. Sur R_on a
X 1 X 1 1

a(X) :ﬁ:ﬁ—let donca'(X) :(1—_)(?>O; sur IR+, a(X) :m: 1 —met donca’(x) :W> 0:aest

strictement croissante sur ]—oo,0[ et sur ]0,+co[. Comme dle est continue en O, elle est strictement croissante sur

R. En vertu de la continuité de a sur R, a(RR) est un intervale de R ; le théoréme de la limite monotone & les

égalitéslim,_ _, a(x) =—1et lim,_ ., a(x) = 1 entrainent alors que a(R) =]-1,1[). Posonsy = a(x) = l—j_(m et, pour

bl ode =41 d e onas e X I T I
x# 0, x=¢|x|, ol € = %1, esortequey—s|y|,ona.y—1—+|;|~=»e|y|—1—+|§lc» |y|—1—+|—|~=» |X|_1_—V[':’X'

TZM o aly) = TXVI égalité vérifiée aiss pour x = 0 (puisque y =a(0)= 0).

2. @) L’application a éant bijediveon a: d(x,y) =0 <= d(a(x),a(y)) =0 < a(x) = a(y) = x=y. L’égalité d(y,x) =
o(x,y) démule de I’ égalité mrrespondante pour d. Enfin on a: &(x,y) = d(&(x),a(y)) < d(a(x),a(2)) + d(&a(2),a(y)) =
3(x,2) + &(zy). L’ application & est donc une distance sur R. Comme &(x,y) = |A(X)-a(y)| < |a(X)| + |a(y)| < 1+1 = 2,
0 est bornée; on a d(—co,+00) = |&(—00)—a(+0)| = 2.

b) Soit (x,) une suite de points R et soit x [ R. || démule de I' égalité dg(x,,X) = d(a(x,).a(x)) que, s or(X,,X) tend
vers 0, alors, I'application a™* éant continue, la distance d(a™(a(x,)),a (a(x))) = d(x,X) tend vers 0; et que,
inversement, si d(x,,x) tend vers 0, alors, I'application a éant continue, la distance d(a(x,),a(x)) = Or(%,,X) tend
vers 0.

¢) Soit (x,) une suite de Cauchy dans (R,8) : 3(Xn,Xm) = d(&(x.),8(xy)) tend vers 0 quend n et m tendent vers
I'infini. L’ espacemétrique (R,d) étant complet, la suite de Cauchy (&(x,)) admet une limitey O R ; comme &(x,)



0 [-1,1] et que [-1,1] est fermé, y O [-1,1] : il existe donc x O R tel que &(x) = y. Ains 8(X,,X) = d(a(x,),&(X))
tend vers 0 quand n tend vers I'infini : (x,) tend vers x dans I’ espacemétrique (R,d).

Probléme 2

1. Soit x, y 0 R% on ad(0,x) < d(0,y) + d(y,x) et donc d(0,x) —d(0,y) < d(y,x). En échangeant x et y on obtient, de
méme, d(0,y) —d(0,X) < d(x,y), soit encore {d(0,x) —d(0,y)) < d(x,y). On a ansi : [d(0,x) — d(0,y)| < d(x,y). Pour
x fixé, d(0,y) tend donc vers d(0,x) lorsque d(x,y) tend vers O : I'applicaion x — d(0,x) est donc continue en tout
point x de R2,
2. Soit y O F et soit D le disque fermé de centre O et de rayon d(0,y) ; I'ensemble K = Fn D est une partie de R2
non vide (puisque y 00 K), fermée (comme intersedion des fermés F et D) et bornée (puisque K O D). Par suite, K
est une partie mmpade de R2 et I’ application continue x — d(0,x) possde sur K un minimum qu' elle ateint en au
moins un point u 0 K O F. Pour x 0 Fn D on adonc d(0,x) = d(O,u) ; pour x 00 F\D, on ad(0,x) > d(0,y) = d(O,u).
Aingi, pour tout x 0 F, d(0,x) = d(O,u).
3.a) L'inégalité 0 < 10| montreque 0 0 F. Deméme onal = 10|, et donc (0,1) O F # 0. Les projedions pry
et pr, (définies par pri(x) = x;) étant des applications continues de R2 dans R, il en est de méme de I’ application x
- 0(X) = pri(X)| + pra(x) —1. L’équivalence x, = 1-x;| = ¢(x) = 0 entraine que F = ¢"(R,) : F est donc un
fermé de R2,
b) Si x = (x,%) O F onalx|+x, 2 1, de sorteque A = |X1|L+Xz 0]0,1]. Comme [Ax([+AX, = A([X[+X%2) = 1, Ax O F.
Comme d(0,AX) = Ad(0,x) < d(0,x), les points u cherchés appartiennent a dF = { (x1,%) O R2/ x, = 1-x,| }. Pour
X O 0F, dB(0,X) = X12+X2 = [X %02 = (1-X)2+X2 = 2%2 — X, + 1 = 0,5 + 2(%—0,5)2 : d(0,x) est donc minimal sur
OF pour x, = 0,5 et x; = £0,5. On obtient ains les points U’ = (-0,5;0,5) et u" = (0,5;0,5), qui vérifient d(O,u’) =
d(O,u™) = 11/2 < d(0,x) pour tout x [ F.
4. a) D’aprés la question 2 il existe a1 moins un point u O C tel que d(0O,u) < d(0,x) pour tout x [0 C. S'il existait
deux tels points, u’ # u", on aurait d(O,u’) = d(O,u") = 9, et donc, en désignant par u le milieu de [u’,u"], d2(0,u) =
5 _d2(u’ ,u
4
b) Soit x [0 C et soit A 0 [0,1] ; C étant convexe, x, = (1-A\)u+Ax O C et ona: d?(0,x,) = d?3(0,u). Comme d¥(0,x,)
= |[(I-A)UHAX|R = JJu+tA(=U)|? = ||ulZ + 2Au-(x=u) + A2[|(x=u)|?, il vient 2Au-(x—u) + A2||(x—u)|? = O. En divisant
cette inégalité par 2\ pus en faisant tendre A vers 0, on obtient u-(x—u) = 0. La médiatrice de [0,u] admet
2
I équation (x) = u(x =) = 0, pour laquelle f(0) = u(~) = —@ <0. Pour x D Conaf(x) = u(x —) = t(x -

2
u)+@ >0, soit x O { f(X) > 0}, comme demandé.

< & : contradiction.

Probléme 3

1.a) On a1 = I = JI1|P. Comme 1 # 0, on a |[1]| # O; en divisant I'égdlité ||1|| = [|1]? par ||1]l, on obtient
alors|[1f| = 1. Ona ans |-1P = |I(=D) (Dl = lILll = 1, et donc [-1| = 1 (car [-1| O R.). Enfin ||| = [I(=D)x]| = |-
) 1l = 11 S 0, (L= 11X = IbocHIXIES = I

b) Onad(xy) =0 < [x¥|=0 < xy=0 = x=y, 8(y,X) = [ly-X|| = [H*-Y) =[xyl = 3(xy), et &(xy) = [x-l|
= ||(x=2+(zY)|l < %2 + llz=yll = 3(x,2) + d(zy) : & est une distance sur R. Comme ||X"]| = ||x|[", ona: X" - 0
dans (R,3) = |X"|| - 0 dans(R,d) = [|x|" — O cans(R,d) = ||| < L.

2.8)Onal =0 = X =0« x=0(VAy), et [xy' = (XIy)" = Kly (VA).

b) Si0<r <1, soit $(x) = 1+xX—(1+x)" ; on a% d' ) =X 1+ = %%4—%1—)(%4. Comme I’ application u -

. . . ST S ! -
u'™ est strictement croissante sur ]0,+oo[ (puisque 0 < 1+ < 1), I megahtem <7 entraine que ¢'X) > 0; comme

$(0) =0, onad(x) >0, soit (1+x)" < 1+X, pour x > 0. Pour xy # 0, il vient alors: [x+y|" < (X[+Iy)" = X[ (1+x/y])"
< IX['(1+xy[) = X + |y[. L’inégalité demandée éant trivialement vraie pour xy = 0, | [ satisfait VA5, Sir > 1, on
a1+l =2"> 1 + |1 = 2: I'axiome VA; ' et pas stisfait.

cona:d(%,X) » 0= XX > 0 = XX - 0 = d(X.,X) - O.

3.a0na: X<l x" - 0dns(R,0) = X" - 0cdans(R,d) = |x <1



byOona:min>y O o' <ol™ < X <Ppof™ = K%M <1 e XU <1 e [IX]|<[xl™ . Cette inégalité
étant vraie pour tous m, n tels que nVn >y, on a ||| < [|Xo|". On montre de méme que, s nVn <y, aors ||x|| >
IIxl™ , et donc que [Ix]| = [IXoll". Par suite, [IX]| = |l

gona:fx>1 < [k '<le i <le|xl<le Xl*<1< [Xl>1;commex|>1 onalnix|>0,
In [Ixll > 0, et donc r = (In[xll)(In o)™ > 0. Soit x O R* et y tel que x| = xl". On a: [IX|| = [xoll" = (o) =
(%) = |X[". L’ égalité ||x]| = [x|' est donc vraie pour tout x 0 R* ; comme dle et trivialement vraie pour x = 0, on
alll=11-

|—1

Probléme 4

1.a) Ona: il—(k+1)! = i(i-1)!~(k+ 1)K = iK—(k+1)k! = kI (i~(k+1)) = i~(k+1).

b) On a dairement 0 < o< a at o—ay = zlo—i! = 10—(k+l)! Zlo—(l 1—-(k+1)) < 10—(k+1)! Zlo—(i—(k+1)) = 1o—(k+l)! zlo—l
i =k+1 i =k+1 i =k+1 i=0

10
=10"Y' T <2100 = 2710V Deplusa <a; +210% =10 +210% =0,12< 1.

2.a) Ona: |P(a)-P(oy)| < suppo,ylP (X)|(a—o). Pour x O [0,1], [P (X)| = @% ia xj‘ﬁs % ilay X < % ilal =
C, et il vient donc : |P(a)—P(a1l)| < C(a—ay) < 2C/10% D, - . o

b) Ona: oy = El(T” = 10“%10“4! et donc ay = Nyj/10™, o Ny = led“ﬂ] Z.

c) P nayant quJ’_uln mmbrefirlﬂ_ée radnes, on aP(x) # O pour X asez proc_hle de a ; comme limy_ 0 = a, P(ay) #

0 pour k asez grand. Par ailleurs: |P(a)] = éz aNy /10" @z @Z aN,;10™ @10““. Comme [P(ay)| # O et
=0 =0

@z a,-Nk,jlo(”‘DkﬁD N,ona @z a,-Nk,jlo(”‘Dkﬁz 1 et donc |P(ay)| = 2/10™.
=0 =0

d) L’inégalité 1/10™ > 2c/10%Y" équivaut & 104" > 2C, inégalité vérifiéepour k asez grand (puisque 10%~
"X tend vers I'infini aveck). Pour k assz grand on a donc [P(ar)| = 1/10™ > 2¢/10%Y* > |P(a)| : contradiction.
Par suite, I" hypothese faite sur o est fause : a est transcendant.

Probléme 5

1. Puisque AB = |, fg est I'application identique @ on a en conséquence: f(Z1<i<n™ig(X)) = Z1<icnaif(9(%)) = Zicicn
oi(fg) (%) = Z1ci<n0iXi. Si Zygicn@i9(X%) = O, alors f(Z1<i<n@ig(X)) = Z1<i<n®iX = 0 puisque les vedeurs x; forment
une base, les coefficients a; sont nuls, et les vedeurs g(x) forment donc une base de E. Par suite, tout y O E
séait sous la forme y = Zigcig(x). Il vient: (gf)(y) = 9(f(y)) = 9(Zicisn®iX) = Zigen®ig(X) = .
L’ endomorphisme gf est I'identité de E et on adonc BA = 1.

20na:M*=M 0 MM?>=M"M - M =1I. Lamatrice BA est idempotente puisque (BA)? = (BA)(BA) =
B(AB)A = BA. Elle et en outre inversible puisgue det BA = (det B)(det A) = (det A)(det B) = det AB = 1. Par
suite BA = 1.

3. L’espacevedoriel des matrices carées d ordre n est de dimension n?. Par suite, la famille des n_2+1 matrices |,
A, A% ... A" est linédrement dépendante: il existe des réds a; non tous nuls tels que Zgcic:aiA' = 0. Soit k le
premier entier i tel que a; # 0. Posons B; = —ai/ay ; I'égalité précélente s éait : AX = B AN + B A2 + .+
BA™. En multipliant & droite par B*"Y, on obtient alors B = By.il+BresA+.. +PeA" L et donc: BA =
(Bl +Bis2A+.. A A = ABral oA+ +BAT Y = AB = 1.

Probléme 6

e—x(1+t2) e—x’ (1+t2) —X(1+1)

1. Six<x,on a7 < 1@ Pour tout t 0 [0,1]. Les applicationst— e étant continues, on adonc ¢(x)

Arctanl = 14, et 0 < ¢(X) =

1
< ¢(X): ¢ est strictement déaoissante sur [0,+c[. On a ¢(0) = [;] 1thtz =
To

X 1e® —X 1dt —X 1Al P& :
€ [ﬁ lthdt<e [;] =€ (1v4), d'ou il résulte que lim,_ 0 (x) = 0.
1o

10



11 . 1 : 1 . .
2.0nad’'(x) = [ﬁ [Fve ;X )t = [;j et = —e‘x[;j e*dt. Pour x > 0 posons t = uA/x; il vient
0 0

[ﬁo -“zdt-T[;j{X edu = V—w({x)doucb (x ——7 ).

Ve

3. Enposant z= \/;< ona: [}] llJ(\/;OdX = [}] TLIJ(Z)(ZZdZ) =2 [ﬁ/x eZP(2dz=2 [}]\/X Y’ (2Y(2)dz D’ou
le V;( B3 1 ve

X X g™ VX e
d(e)—d(X) = —[ﬁ ¢’ (X)dx = [;] WE/X)dx = [;] (W3(2)) dz = P (VX)—?(Ve). Lorsque X tend I'infini il vient
le le V;( 1 Ve
\Ft

d(e) = FP—?(Ve) ; lorsque € tend vers 0, on obtient alors ¢ (0) = J°. Par suite, J =/$(0) =

Probleme 7

1. Un cdcul dired montre que T(X)—x = (X+by)u+bou, et TA(X)—x = (2%+2by+b,)u+2bsu,. 1 vient donc :
det (T(X)—-x,T2(X)—X) = det (T(X)—x%,(T2(X)—X)—2(T(X)—-X)) = det (T(X)—x,bou;) = det (boupy,buy) = —b,det (ug,uy) = —
b,? # 0 les vedeurs nt donc linéarement indépendants. En particulier, pour tout x on a T(x)—x # 0, soit T(X) #
0: la ondition (1) est satisfaite. Soit ensuite D une droite dfine, et x 0 D s les points T(x) et T*(X)
appartenaient tous deux a D, les vedeurs T(x)—x et T?(X)—x seraient linéarement dépendants, ce qui n'est pas le
cas. Par suite, I'un au moins des deux points T(x), T(T(x)) n’' appartient pasaD : la condition (2) est satisfaite.

2. a) Pour tout x 0 R?, on a §(X)+b # x, soit $(X)—x # b : I’endomorphisme ¢—d n'est donc pas surjedif. Par
suite, il n'est pas injedif, et il existe donc u O R? u # 0, tel que (p—Id)(u) = 0, soit p(u) = u: ¢ admet 1 pour
valeur propre.

b) Si I'on avait b 00 Ruy, on aurait T(Ru,) = Ry (u;)+b = Ru;+b = Ru,, cequi n'est pasle ca, d’ aprésla condition
(2). Par suite, b 0 Ru,.

c) Les valeurs propres 1 et p éant distinctes, les vedeurs propres u, et v forment une base de R?, et il en est de
méme de u,; et (1-)v: il existedoncr, s R telsque b = ru;+s(1-u)v. On a: T(D) = ¢(D)+b = ¢(sv+Ruy)+b =
Suv+RU+H(rug+s(14)v) = sv+Ru;, = D. Le polyndme caadéristique de ¢ est un polyndme de degré 2 qui admet
1 pour radne : son autre radne et donc rédle, et, comme dle ne peut étre différente de 1, 1 est une valeur propre
double de ¢, dont le polyndme caadéristique s éait donc (A\—-1)? = 0. D’ aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,
ona dors (¢p—d)? = 0.

d) Sil'onavait A =0, onaurait u =1, et donc ¢ = Id: T serait la trandation de vedeur b, ce qui est imposshble
(puisque on aurait aors, par exemple , T(Rb) = Rb). Par suite, A # 0. Posons u, = A, de sorte que ¢(u,) =
Ur+Hup. 11 vient dors: (—1d)(U;) = urH(p-1)up, (9-1d)*(U) = (-Id)(U+(H-Dup) = (L-D($-Id)(Up) = (u-1)
(U +H(u—Duy). L’égdité (p—1d)*(u,) = O entraine dors p = 1, de sorte que ¢ Séait dans {uyuy} : ¢(X) =
X10 (U)X (Up) = XqUy+Xo(Us+Uy) = (X3 +X%o)Us+XoU,. Latransformation T est donc bien de laformeindiquée

Probléme 8

1.a) Sil exige b O Z td que [ab], = [a].[b], = [1],, 1| existe k O Z tel que ab+kn = 1, ce qui (d'aprés le
théoreme de Bézout) implique (a,n) = 1. Inversement, s (a,n) = 1, soit b, k 0 Z tels que ab+kn =1 ; on a dors
[ala[b]n = [ab], = [ab+kn]n = [1]n. D0t Ug = {[1]s.[3]a:[S]s:[ 716}, Us = {[1]a:[2]0,[4]0.[S]a:[7]0:[8] o} . Dans Usg,
on a [3]s® = [5]s® = [7]g® = [1]s: Us nest donc engendré par aucun de ses ééments. En revanche, Uy =
{[2]91<ks6} : Ug est cyclique.

b) Ona¢$(8) =4 et $(9) = 6. Si p est premier, on a(a,p) = 1 pour 1<a<p-1, et donc ¢(p) = p-L Pour n=2¢€t a
0 Z tel que (a,n) = 1, onala], 0 U, et donc [a] /™ = [1],. Comme 11 [ Uyg et ¢(26) = 12, il vient [11],6'% =
[1] 6, SOit 11*2=1 (mod 26).

2. Soit d = (km). Si o(a) =m, on a (8™ = (@M = &9 = ¢, cequi |mpI|qued 1 (smon o@)<md<m).Sid
=1, il existeu, v O Z tels que uk+vm = 1 et on adonc a = ™™ = (a")“(@™)" = (" : &, qui engendre dnsi un
générateur de G, engendre donc G. Le nombre de générateurs de G est ainsi égal au nombre d’entiers k O [1,m]
premiers avecm, soit a ¢ (m). Pour G = Ug, onam= 6 : le nombre de générateurs est donc ¢(6) = 2. Onavu que
[2]o est un générateur de U, ; le seaond générateur est donc [2]y° = [5]..

Probléme 9



1.d) Si a, > 0, la suite (s,)non €st (strictement) croissante : elle et donc convergente si et seulement s ele est

.y 1 11 1 1 1 1 1
majoreeOnaczi:§+1+§+Z+...+——22.+1:1+§+Z+§+...+——22.+1<2,et02i+1<02(i+1)<2:oadonc3$
. . . N 11 1 1 1 1
somimes partielles magjorées et, par suite, converge. De méme, onaty < Tojsr = Stgttyet.tymtg<
1 1 .
1+§+?+...+§<2:onconclutpareﬂlement.

b) Pour n=m, onaa, < k' et donc s, < synq + K(1-K) : ses ssmmes partielles étant majorées, la série mnverge.
Pour 6 on aa,”™ = 27, et donc a,”" < 1A/2 pour n = 2: & converge. Pour T, il vient (by)Y@ = 27121 <
1/\/_2 et (b2i+1)1/(2i+1) = g(+D/@i+1) — 3-(U2+1U(4i+2) o ZIJ\/TB < ZIJ\/_Z : T converge.

ﬁ 1n

An+1 Gn Bm Q1 un (I . P
< <
a <k, et donc ( e <( - YU , majorant qui tend versk; s k' O]k 1],

2.Pourn=m,ona

(aj”_ L Byn
1 Qo
a,”" k', mgjorant qui tend versk ; s k O ]k',1[, on adonc a,”" < k’ pour n as®z grand. Par site, la série de

a
on a donc (%...i)”” < k' pour n asez grand. En outre on a, pour n asez grand, a,”" = a,""
1

Qi . . ois Do
t.g. a, converge. Pour o, on a - - = 1/8 mais auss —621' "L = 2: on ne peut pas conclure. Pour T, on a—é‘ 1=

2i—1 2i 2i

” by N o ]
(23" <1, majs—b;'l = 3/2"! tend versI'infini aveci : on re peut pas davantage @nclure.
i

a8 .0 1, an ay L. n _ )
3.0na(z—.27)" (7 +.+7) < kpour nasezgrand. Comme précé&emment on a dors <Kk pour kK O
1A cAri la & _ptl , P .3 _ -
1k,1[ et n asezgrand : la série onverge. Pour G, on an(an_1+"'+ao) = 2p +1><2+2p +1><2 pour n = 2p+1, cequi

tend vers 17/16, et %(%t.&:—;) = %xz + %XZ‘3 pour n = 2p, cequi est égal a17/16: le aitére ne permet pas de
1

1 b b 1 : A R
conclure. Pour T, on a, pour n = 2p, n (—b ”l+...+b—é) > 4_p (3/2)° , ce qui tend vers I'infini avec p : la encore le
-

critere est muet.
Probléme 10

1. a) Lescompads A et B étant bornés, il existe un disque ouvert D contenant ACIB. Si p est lerayon de D, on a
d(x,y) < 2p pour tout (x,y) O AOB. En particulier onad(x,y) < 2p pour x O Aety O B, et donc A 0 V,,(B) et B
O V,0(A). L' ensemble H(A,B) est minoré (par 0) et non vide (il contient 2p) : il possde donc une borne inférieure
h(A,B).

b) Quel que soit € > 0, on aV(A) O A, et donc € 00 H(AA) ; par suite, h(A,A) = 0. Inversement, supposons que
h(A,B) = 0. Soit x 0 A ; pour tout € > 0, on a x [ Vg(B), et donc D(x,e)nB # . Puisque E\B est ouvert, on a
donc x 0 B. Il enrésulte que A [0 B ; par symétrie, on ade méme B O A, et donc, au total, A = B.

c) Pour x O A, il existey O B tel que d(x,y) < h(A,B)+¢ ; de méme il existe z[1 C tel que d(y,2) < h(B,C)+¢. Aing,
pour tout X O A, il existe z[0 C td que d(x,2) < d(x,y)+d(y,2) < h(A,B)+h(B,C)+2¢. Onadonc A 0 V,(C),our =
h(A,B)+h(B,C)+2¢. Par symétrie, on a auss C 0 V,(A), et donc h(A,C) < h(A,B)+h(B,C)+2¢. Cette inégalité dant
vraie pour tout € > 0, il enrésulte que h(A,C) < h(A,B)+h(B,C).

d) D’ aprés la définition de h, il est clair en outre que, pour tout (A,B) O K2, h(A,B) = h(B,A). L’application h de
K? dans R, est donc une distance sur K.

2. Soit € > 0. Pour tout entier n = 1, soit F, = Ayn (E\Ve(A)) : Ve(A) = UxoaD(X,€) étant ouvert, F,, est fermé. Par
allleurs, puisque A O Ve(A), MNn=1Fn = (NizzAn) N (E\WVe(A)) = An (EWV(A)) = O. Il existe donc mtel que NicnemPFn =
0. Comme la suite (Fp)ns1 €st déaoissante, on a Fr, = Ann (E\V((A)) = O, et donc Ay, O Ve(A). La suite (An)ns1
étant déaoissante, on a A, [0 V¢(A) pour tout n = m. Par allleurs, pour tout n= 1, onaA O A, O V(A). Par suite,
h(An,A) < € pour n = m. La suite (A,)n=1 converge donc vers A au sensde h.

Probléme 11

X' e _ . _ e
1. @) Pour tout x 0 [0,1]] ona: 0< n—!el"‘ S Enintégrant entre O et 1 on obtient : 0< I, < =



1 dr xX° X" Xt
b) Onal, = [ e™dx=e-1. Pour n=1on a&% Wel‘%: Wel‘x —mel‘x et donc, en intégrant entre O

0
1 . 1., .., . . )
et 1, —ar = In—Ing, SOt Iy = Iml—m. L' égdité |, = e —u, est vraie pour n = 0. Si elle est vraie pour n—1, alors
) 1 1 1 1 1 1
ele est vraiepourn: I, = In_l—m:e—(1+ﬂ+ +m) —ar = e—(1+ﬁ+ "'+ﬁ) —e—Uy Onadoncl,

= e —uy, pour tout entier n.

e . . . .
c) L'encadrement 0< |, <—entraineque lim [,=0.0Onadonc: lm u,= Im (e, =e
n n- o n- o n- oo

|
2.a) ll existep, O N, g> 0, telsquea :g: par suite, qa = p O N. Pour tout k O N, k= g, on a dorskla :%
(ga) O N, et donc [kKla] =Kl a.

o) ona: kO L 1 1nt, 1 . 1
) Ona: K mqyr + ey + - + et ke ¥ (D) T ek
1 Ol 2 Ol 1 kel 1
SR < | A = I i A i
l-wF

D'aprés2b) il

. 1 1
c¢) Soit (k,n) OO N 2avecn >k > 2. Posons m = n—k, desortequeun:uk+m+ oo+ TIETAT

. 1 N . e
vient dors: klu, < klu, + kS kKlue + 0,5. D'ou, en faisant tendre n vers I'infini : kle < klu, + 0,5. Comme uy < €,

onaklu, <kle< klu, + 0,5 et donc [Kle] = klu, < kle. Si e était rationnel, pour tout entier k assz grand, on aurait
[Kle] = kle: contradiction.

Probléme 12

1. Ladroite d' n'étant pas paraléle ad, onad'nd # O : il existe donc un point A O d'nd. S'il existait B # A tel
queB O d'nd, onaurait, d' aprés A,, d =d = (AB), et donc d'//d. D’ou I’ unicité.

2. Larelation d'//d est clairement réflexive (d//d = d =d) et symétrique (d'//d = d =doud'nd=0 = d=d ou
dnd =0 - d//d). Soit d, d', d" O Dtelles que d//d' et d//d". Si dnd" =[O0, onad//d" ; s d et d" ont un point
commun A, on ad, d' O D(A) avec d/d" et d"//d', et donc, d'aprés A;, d = d", soit d//d". La relation de
parallélisme est donc transitive.

3. D'aprés Ay, ¢ est bien définiesur d (s M O d, dors M# A et (AM) existe @ est unique). Comme ¢(M) et d
ont en commun le point M, ona$(M) # [A,d] et donc ¢(M) O D(A)\{[A,d]}. D’aprés A, encore, ¢ est injedive:
sM,NOd, M #N, et s ¢(M) = $(N), soit (AM) = (AN), on a (AM) = (MN) =d et donc A O d, en
contradiction avec|’hypothese que A O [\d. Si d' O D(A){[A,d]}, soit BO d'nd; puisqueB Odet Add, ona
B#Aetdoncd = (AB) : ¢ est surjedive.

4. D'apres Az, ) est bien définie. Si d, d' O D(B) et s [A,d] = [A,d], onad/[A,d] = [A,d]//d" et donc d//d';
d'aprés Az, d =d, et Y est injedive sur D(B). Si d' O D(A), soit d = [B,d"] ; daprés Az, ona[Ad =d : et
surjedive.

5. D'aprés A il existe un point A O d. D’apres la question 3, D(A)\{[A,d]} contient exadement n droites ; D(A)
contient donc exadement n+1 droites. Soit un point B # A ; d’aprés la question 4, D(B) a méme cadina que
XA), soit n+1. Soit alors une droite d' et un point A' 0 d' ; comme d' est équipotent a D(A" )\{[Ad']}, d' contient
(n+1)-1 points, soit n points. Soit enfin A un point quelconque ; d’aprés A,, tout point distinct de A appartient a
une droite & une seule ontenant A. Comme caque droite qui contient A contient exadement n—1 points
distincts de A, [ contient (n+1)(n—1)+1 points, soit n? points.

Probléme 13

1. a) Tout complexe s éaivant d' une maniére unique sous laforme atbi, aveca, b O R, {1,i} est une base de C,
et doncdimgC =2. Sia OC\R et atba =0,00a, bR, onab=0(sinona=-a/b0R) etdonca=0: ains, 1
et a sont linédrement indépendants aur R. Comme dimgC = 2, {1,a} est une base de C, et tout complexe s éait
donc d'une maniére unique sous la forme a+ba, aveca, b O R.



b) Soit a O K\R. K est inclus dans € et contient le R-espacevedoriel engendré par {1,a}, soit C : par suite,

K=C.
2. a) Si lafamille (0')qeicn était libre dans K, on aurait dimg K = n+1 : cette famille est donc liée et il existe ag, a,
..., &, O R non tous nuls tels que ag+a,0+...+a,0" = 0. Posons P(X) = ag+a; X+..+a,X" ;onaP O |y, e donc I #
0. Soit alors Py O 1, de degré minimal, et P, = Py/A, ou A est le efficient dominant de Py : il est clair que P, O
|4, €st unitaire & de degré minimal (puisque degré P; = degré Py). Si P, # P, est un autre polynéme répondant ala
question, on a P,—P; O |, avecdegré P,—P; < degré P; : contradiction. D’ ou I' unicité.

b) Si on avait Q(a) = ag+a,0+...+am 0™ = 0 avecay, ay, ..., amq U R non tous nuls, on aurait Q O |, avec
degré Q < degré My g : contradiction. La partie {1,a,....0™ '} est donc libre & engendre un sous-espacevedorie
deK dedimenson m. Commedimg K =n,onam<n.

C) Si degré Mg g = 1, soit Mg r(X) = ag+X; I'égalité ag+a = 0 implique o = —a, O R. Si degré My g = 2, soit
Magr(X) = agta,X+X% Ona: a?+ a0 + 3y = 0 = (a + ay/2)* + (a—a;%/4) = 0. Comme Mg N’ a pas de radnes
rédles (sinon a serait radne d’un polyndme de degré 1), on aag—a;%/4 > 0. Posons b = —a,/2, ¢ = \/ag—a,"/4, B =
(a-b)/c. Onap? = -1, et donc B = #i, de sorte que a = bxic O C.

d) Si pour tout a O K on avait degré My g < 2, on aurait K O € et donc dimg K < 2. Si dimg K = 3, il existe
doncy O K tel que degré Mg > 3. Comme degré M, g < 3, on a degré M, g = 3. Le polyndbme Mg, de degré 3,
Sannule sur R (d' aprés la propriété des valeurs intermédiaires), et il existe donc u, v, w O R tels que Myg(X) =
(X—u)(X*+vX+w). Par suite, y annule un polyndme a woefficients réds de degré 1 ou 2: contradiction. En
conséguence, il n’est pas possble que dimg K = 3.

Probleme 14

1. Pour tout t 0 [0,1], Y([O,t]) est I'arc de cecle ceitré au point d affixe —1, ayant pour extrémités les points
d affixe 0 et €'—1, et correspondant & un angle au centre de t radian. 1l en résulte en particulier que L, = t. Par
ailleurs on a [y()]? = (¢'-1)(e™-1) = 2—(e'+e™) = 2(1—cost) = 4sin?(t/2), et donc |y(t)| = 2sin(t/2). Il vient ains
Ld/ly(®t)| = (t/2)/sin(t/2), cequi tend vers 1 quand t tend vers 0. _
2. a) L’ applicaion y est de dass C' sur ]0,1]. On ay(t)| = [e™" €| = e, ce qui tend vers 0 quand t tend vers
0: y est donc continue en 0. Posons ensuite u = 1/t, de sorte que U’ = —1/t%>. On a, pour t 1]0,1], y'(t) = (e‘“(l*’"))’
= U (1-ai)e @ =y (1-ai)e™e™ ; il vient aingi |y (t)] = —u\/1+a? e, ce qui tend vers O quand t vers O.
Comme |(y(t)—y(0))/(t=0)| = |y(t)/t| = ue™ tend vers O quand t tend vers 0, y est dérivable en 0 et y'(0) = 0. Par
suite, y est continue en 0, et y est de das=e C* sur [0,1].

b) L’ application t — v’ (t) admet sur [0,1] la primitive ¢ définie par ¢(t) =+/1+a’ e pour t [1]0,1], et $(0) =

0.Onal;= [ t IV (9)]dx = & (H)—(0) = d(t) =/ 1+a® e,
1o
c) OnaLy|y(t)| =/ 1+a?. En particulier, L/|y(t)| tend vers~/1+a? quand t tend vers 0. Pour o # 0,/ 1+a? > 1.

- [ del’
Il est donc faux que, en général, le rapport %e—z,ﬁ—i:etmde vers 1.

Probléme 15

g = % équivaut a bc = ad. La fradion % éant irréductible, I'entier b est premier avec a; comme |l
divise ad (= bc), il divise d. Soit donc k [1 N* tel d = kb. L’égadlité bc = ad s éait alors bc = kab, ce qui équivaut a
c=ka.

1. L' égaité

2. D’aprés le résultat de la question 1, 2 st dédmal s et seulement s il existe k 0 N* tels gue kb soit de la forme

10". Sil en est ainsi, tout diviseur premier de b est un diviseur premier de 10, et b s éait donc sous la forme 2°5°,
ot a, B O N. Inversement, s b = 2°5%, ol a, B O N, soit k = 2°5" et n = a+B. Il vient : kb = (2°5%)(2°5P) =
25 = 1P = 10,

3.3a) Pour tout n = O, I'existence & I'unicité de q, et r, résultent trividlement du théoréme de la division
euclidienne : les suites (Qn)ns0 € (Mn)n=o SONt donc bien définies. Si I'on avait ¢, = 10, I'égalité 10r,_, = bg, + r,
serait incompatible avecl’inégalitér,_; < b. SiI’on remplacea et b par ka et kb, on obtient, en multipliant par k :
ka = kbgyt+krg & kro < kb, 10kro = kboy+kry & kry < kb, 10kr; = kbap+kry, & kr, <kb, ..., 10kr,_, = kbgytkr, & kry,
< kb, ...Les suites (qn)nzo €t (rn)n=o SONt donc remplacés par les sites (gn)nso €t (Krn)nso-



b) Commea<b, onaqgy,=0etr,=a. Enremplacant a par D = ka et b par 10" = kb, otk O N, on a dors: 10krg
= 10D = 10(10™d;+10"?d,+...+10d,_;+d,) = 10'd; + (10™'d, + 10™d; +..+ 10°d, 4 + 10d,). On a: 10%
Yd,+10™2dg+.. +10Pd, 1 +10d, < 9 (10" +10™%..+10) = 1010 < 10"; par suite, on a g, = d; et kr; = 10%
'd,+10"dg+...+107dy_1+10d,. Supposons plus généralement que, pour i < n—1, onag; = d; et kr; = 10" "di,,+10™
%, p+..+10d,. Il vient dors: 10kr; = 10'd;,,+10™d;,+...+10"d, = 10'd;,; + (10" dj,+...+10%d,). Comme
10™'d,y, +..+10"d, < 10", 0n @ gsy = sy €t Kriyy = 107 di,o+.. +10""d,,. Ainsi pour tout i < n-lonag = d; et
kri = 10"d;,1+10" 2, +...+10d,. On a en particulier kr,_; = 10"d,, et donc 10kr,_; = 10'd,. Par suite, g, = dj,
et kr, = 0, soit r, = 0. Une réaurrenceimmeédiate montre que I'on a dorsqg; = 0 et r; = 0 pour tout i = n+1.
c)Sir,=0,il vient:

x10™t 10 =bgy + 1,
x10™2 10, =bgp +r1,
x103 10r, = bgg + 13
x10" 10r, > = b0y 1+ rna
x10° 10r,_, = ba,

En sommant les égalités obtenues aprés multiplication par les coefficients indiqués a droite, on obtient : 1O“r0 =

bop10™+bgp10™%+...+10bq, 1 +bay, = b(10™ g, +10™0p+...+100,_1+,) = bD. Commer, = a, il went—zﬁ

Probléme 16

1.1l est clair que A(X) O Q et que A(P) = Q. Soit n O Z. CommelD)_(onan:EDA(X). Par suite Z O

A(X). Soit ensuitep 0 X. Onap>1et donc%) O0Z. Comme% 0 A(X), Z est grictement inclus dans A(X). Soit

enfinn,n OZem m OX. Ona:ﬂ—n—,:wet nn :ﬂ Commenm' —n'm, nn' 0 Z et mmi O X,
m m mm mm  mm’

la différence @ le produit de deux éléments de A(X) appartiennent a A(X) : A(X) est un sous-anneau wnitaire de

Q.

2. d) Comme ad = bc, a divise bc ; a étant premier avechb, il divise ¢. Pour les mémes raisons ¢ divise a. Comme a

etcsont=1,onaa=c. |l enrésultequeb=d.
b) Soitn,n 0Z mOX, m OY, avec(nm) =(n',m) =1. Si%=%alorsn= Nnem=m.Sim=m >1,i
existe p 0 P qui divisemet m'. D’ aprés |' unicité de la décomposition en fadeurs premiers, ona dorsp 0 X et p

Y, en contradiction avecl’ hypothése que XnY = 0. Par suite, m=m’' =1, et donc% = rrr]1_ OZ.

¢ On aé % 0 A(S.7)) et donc: 1 1 L0 A(5.7)). Par aleurs

A(5.T)NA(2,3)) = Z, et donc = 1 = DA((5,7). Ains é %ne peut étre dyal a18

3.a)||astclairque{aR/nDZ& KON} OA(X). SoitnO0Z et mO X. Il existe ay, O, ..., a, O N telsque m

118 0 A({2,3}). Comme {5,7}n{2,3} = 0, on a

a—01p, 00 a—a
= p,%1p,%2...p, 9. Soit o = max { ai/Jsisf}.Ona:%:npl =t . ZePo 70
q

D{anl;/nDZ&kDN}.
D’ou I’ égalité demandée

b) Ona: BDD @—DA({Z 5}). Il existedonc n O N* et a, BDMteIsque

résulte quea=net b= 25,

Sagp VeCa 5 irréductible. 1l en

b~ 2"5 2“

Probléeme 17

I.Ona: ke <x<(k+l)e = k< )g( < k+1. 11 vient : %‘: 11371=, 3549999699%t donc k = 354 la valeur approchée

. 354
par défaut allsdenest 113



Il. 1. Commek, < x@", on aak, < x@™"* et donc ak, < E(x@™?) = k1. D’oﬂ? = IS ;?m la suite %%20 est
croissante. Comme% k"D X— k" k”—tl—ﬁn: a" - 0, cete suite mnverge versx.
a' a' a
n 1
2. @) Montrons par réaurrencesur 'entiern2 que ) U =s,. Pourn=1o0na} u = u; = s;. Supposons ' égalité
i=1 i=1

n+1
vraiepour n;ona dors: ) Ui =S+ Ung = S+ (Sie1—S) = Swea, Cafd.
i=1
b) Onak; = E(x@). Comme0<x<1 onal0<x@<aetdonc 0<E(X3) <a-1 DouA, =k =EX3a) O

Nn[0;a—1]. Pour tout n> 1, on ak',}ﬁ SX<5— k”+1 = a;ﬂ:rla et donc kp4q < akyta. Dol Apyy = kne—ak, < a. Puisque

M _k L. A
al =—L et, pour tout n > 1, a”*l = ;ﬂﬁ —% = l;,lﬁ —% la Série de terme général ;ﬂ (n= 1) admet %%21 pour

0

suite des ommes partielles, en sorte quel'on a: Z =X. Sil'on avait A, = a—1 pour tout n > m, on aurait X =

m co o)
- — + ..
Z"—H ZA—::ﬁnﬁa—ll z;n:&m+a_1li:&m+£m: +1 . ontradiction.

ln = 1: lasérie de terme général }z% (n = 1) converge versun réd y

i=1

) n
[0:1]. S Zlgﬁ:x,ona,pourtoutnzl,Z%sx< Z%H Za_l z}i+ , et donc Zu.ﬁn'<xﬁn

=1 i=n+l
n
> w@™ + 1. 1l en résulte que, pour tout n > 1, Z @™ = k.. En particulier, p; = z W@ =k, = A;. Enoutre,
i=1 i=1 -
n+1 n+1

pour tout n > 1, il vient Ay = Kpe—aky, = z pwE™" —a z pa™ =y paE™ - z HE™ = e
i1 i=1

4. D’ apres la question précélente, s I’on avalt y = f(n) pour un entier n O N*, p, serait le n-éme diffre du
développement de f(n) en base 10, ce qui n'est pas le ca. Par suite, y 0 f(N), et f n'est donc pas arjedive.
L' ensemble [0;1] n’est donc pas dénombrable.

Probléme 18
1. L'application f étant continue d strictement déaoissante, on a, pour n 0 N*, [mlf(x)dx < f(n), et donc

["+lf(x)dx < z f(K = s,; dol b, = sn—[ ™L(x)dx > 0. Comme on a par ailleurs ¢, = —[lnf(x)dx > 5
, & ,

r[lnﬂf(x)dx = by, il vient finalement : 0 < b, < ¢,. Pour n 0 N*, on a by,—b, = f(n+1)— [ n+2f(x)dx > 0 €t Gpu1—Cn
= f(n+1)— [ n”+1f(x)dx < 0. De plus ¢y, = [ "™LE(x)dx < f(n). Comme limy_ 4o f(X) = 0 &t C—by > 0, il vient

limp_ + (Ci—bn) = 0. Lasuite (by)n1 €st croissante & majorée (par ¢, par exemple) : elle est donc convergente. De
meéme (Cn)n=1 €st déaoissante & minorée(par b,) : elle onverge. Soit y;_ et Y, les limites de (by)ns1 €t (Cp)ns1 ; ON
a: Y- = liMy_ 10 (Ci—n) = 0, €t donc vy, = y;_. D’oul I'existence de y;. L'unicité decoule de I'unicité de la
limite.

n n
2. @) L’encadrement b, < y; < ¢,, soit 5 a — [1n+1f(x)dx <y < Z a — [1"f(x)dx, entraine que, d'une part,
k=1 i .

[ f()dx < z a — Yy, majoration qui implique que, Z a, converge, il en est de méme de [ f()dx, et d'autre
k=1 k=1



n
part z a < Yft [ ™1f(x)dx, majoration qui montre que si [ 'f(x)dx converge, il en va de méme de > a.Ona
k=1 ' k=1

+00

donc: ¥ a,<+w o [l+°°f(x)dx < +oo,
n=1 :

b) L égaité b, = s, — [l“+1f(x)dx donre, par passage ala limite, y; = s — [;“’ f(x)dx, soit encore s = y;+ [ L f()dx
Il vient aingi, d' une part s-s, < (y;+ [1+°° FX) ) —~(ys+ [ NELNE [ "), d autre part s, > (y+ [ (L
)=+ [ F(aX) = [ “f(x)dx. Onadonc bien: [ *f(xdx < s, < [ “f(9dx.

3.8 Ona [lnf(x)dx = Inn. L’ encadrement by, <Y < C,, SOit S [1”+lf(x)dx <y<s- [1”f(x)dx, séait donc: 1+ %

. +%—In(n+1) <y<1+%+ +%—Inn. Il vient de plus: cn—bn:In(n+1)—|nn:In(1-I%) D%.

b) Onaal—bl—l—lnz— In(1+—)—¢(1)et pour n = 2, orn—b—bn_l—r—l]—ln(n+1)+Inn:r—1]—ln(1+r—1]):

. . , -1
¢(n). Par ailleurs, pour n= 2, g, = kzlork =by + (bby) + ... + (binr) = by Il vient en outre ¢’ (x) = 2o D) <0

e d(x) == —[ ——Xz O(?)] —Xz + o(;lg) Diz: ¢ est donc strictement déaoissante d tend vers 0 & I'infini.
D’aprésl&er&sultar[s delaquestion 2b), ona: [ +ooqJ(x)dx < 0-0, < [n+°°¢(x)dx. Or 0, = b, pour n O N* et donc

0 = liMp 10 O = My, 4o by = y. |1 Vient ainsi : b+ [ °°¢(x)dx<y<bn+[+°°¢(x)dx.

6) Ona: &' (x) = -n(1+) ~ (x+1) X2+ ~In(15) = $(0). 1l vient : (1) = (MDIn(1) = (WD) — 55
a0 =1+t L \,3—|,12+o(F =1+ 25— 25+ 0(3). Dot vty = [ M0k = B(m1)-(n)

1 1 _ 1 1 -4 1. 1011
*on W“’(_Z)D %+2(n+1) 6(n+1)"’+°(n7)D 20h n+il] 6% 20" O = 2nne)

2n+1 1 1 1
6n°(n+1)* ( ~ 2n(n+1) * 0(n2) Dot

Probléme 19

1.Ona: f(\/_ 3-2) = 2;2(/_\3/__32_);)1 2\/_\3/:33 (2\/_3_:1(3*\/_3) 3\/_3_3 \/_3_1 . Comme 1,732<\/§ <1,733 ona

0,732< \/_3—1 < 0,733 d'ol 0,366< 12& < 0,3665 soit finalement 0,3660< f(\/_3—2) <0,3665

2. On atout d'abord f1(x) = i — 2: f1 est donc strictement croissante sur | ; en vertu de la ntinuité de f4, il

vient dors: fy(1) = 1f4(L732:f,(1733[ = ]éigl‘fg L’ application f,, ensite, est de méme strictement

croisante sur 1, et onadonc f,(I) =1f2(1,732);f,(1,733[ =]0,366,0,366. Enfin I'applicion f; est strictement

déaoissante sur I, et il vient donc f5(l) =1f3(1,733);f3(1,732)[ = ];gggég . On a dndg, respedivement : 313<
466 1000 250

fi(a) < 1267 ;0,366< fo(a) <0,3665; === 5733 < fa(a) <=55 683

. _23-3_1/3-1_ . 1 31
3. On avu (dans la question 1) que fl(\/é) = 3_\/5 === fz(\/é). Par ailleurs on afs(\/é) = —1+\/§ =31
_\3-1_ N g . s . 116
=5 = fz(\/?%). D’ou les égalités demandées. D’ aprés la question 2 on a dors les encadrements : 317 <a<
466 1000 250 ,, . oo 116 100 466 250
1267 ; 0,366< a < 0,3665; 2733< a< 633 Il vient ainsi : max (317,0 366—273 0,366 min (12670 3665 683

_250

)_683’



1A .
il

4.Onaga(a) = Afo(a)+(1-A)fs(a) = Aat(1-A)a = a. Per allleurs ¢,"(X) = Af2 () +(1-N)f5'(X) = % I

vientdonc: ¢’ 20sur | « 2(1-A) < (1+)2A sur | = 2(1-\) < 1,732 A o (273242A 22 < A 2 27372 732f+2.

Posons A" = =—==—;onaA’ =0,211331...0]0;1[. Pour A 0 JA%;1], ¢, > Osur | ; pour A = A", ¢, > O sur

2, 7322+2
11,7321,733 et ¢’ (1,732 = 0. Donc pour tout A O [A™;1], ¢, est strictement croissante sur |. On montre de

2 At
27332 i = 0,211209...0 JO;A .

Supposons enfin A 0 JATA'[; on a, pour x O | : 2(1) = (1+X)°A = (1+x)% = )\ — 2= X=A / -2-1

L application A > ~ /2—2 1 étant strictement déaoissante sur [AA*], on an /)\ —2-1<~ /%—2—1<
/\/ ~-—2- l30|t1732</\/ -2-1< 1733etdonc«/ —2-101. 1l déooule dorsde ' éude du signe de

0, que ¢, déaoit strictement sur [1,732Xyin] €t croft strictement sur [Xmini 1,733, OU Xpin =\ /% -2-1

5. Comme A = 0212 > A" = 0,211.., ¢, est drictement croissnte sur | et on a donc ¢,() =
250

méme que ¢, est strictement déaoissnte sur | pour A O [O;A7], ou A~ =

>N

N

+

[92(1,732:02(1,733]. 1l vient : ¢(1,732) = Af(1,732+(1-N)f5(1,732 = 0,212x0,366 + 0,788¢22 = 0,077502

+ é—g; > 0,366025> 0,366, et 0(1,733 = Af2(1,739+(1-\)f2(1,733 = 0,212x0,3665+ 0,78&%— 0,077698
788 250

+5723<0366026< £2 Ona dnsi : 0,366025< a < 0,366026

6. La fonction ¢, étant croissante sur | pour A O [A%;1], on a (1) = [0A(1,732;0,(1,733)] et donc w(A) =
Or(1,733-0,(1,732). Il vient : () = A(f2(1,733—»(1,732) + (1-N)(fs(1.733—f5(1,732) = 500\ — (1-

100 4 10° , . -
A) 73%2733" %EILCT + 273%2733% ~573%2733 L’ expresdon précélente, de la forme uh+v avecu > 0,

montre que w est une fonction affine aoissante sur [A%;1] : w est donc minimale en A™. On a: w\*) =
3,866...10° < 410°,

Probléme 20

1. Posons AB = BC = CA = 2a. L’aire de ABC et aZ\/'s. Par aill eurs, I'aire totale de dnqg disques de diamétre 1

est SE. Une mndition récessaire pour que ABC convienre et donc que I'on ait 2a 2\/§T Or on a, d'une
3

part (5m)° > (5x3,14)? = 15,72 = 246,49, et d autre part (N\/3)? = 81x3 = 243 |1 vient donc 51> %\[3, soit \/57\/’}
3

> 3, et enfin 2a > 3. On en déduit queh = 1 %axl[m— 2a >£ >0,8 (puisquex/_3 =1,732..).
3 20 23
h-05

2. @) L”homothétie de centre O et de rapport ——— h

transforme ABC en le triangle A’B’C’ indiqué ; ABC étant

équilatéral, il en est donc de mémede A'B'C'.
b) Un disque A de cettre w et de diamétre 1 est contenu dans ABC s et seulement la distance de wa chaaun des
cbtésde ABC et > N5, donc s et seulement st west contenu dans le triangle A'B’C'.

3. a) Lespointsw (1 <i <5) indiqués sur lafigure d-contre anviennent.

b) S DE = EF = FD < 2, chaaun des 4 triangles équilatéraux en lesquels &
déomompose le triangle DEF (voir la figure) ne peut contenir qu’'un point «
au plus (puisque son diamétre et < 1) ; on re peut donc pas trouver dans
DEF 5 points convenables.




4. Le plus petit triangle éyuilatéral ABC convenable crrespond aun triangle A'B'C’ de dtés de mesure 2. Avec
des notations évidentes, on ah’ = L et donc a = \/é(h’ +05 =1+ 3? Le plus petit triangle euilatéral

\3

convenable adonc des cOtés de mesure 2+\/§.
Probléme 21

1. a) On arespedivement : (r-U)*+(s-V)? = U*+V? = OC? = OA?; (\-U)*+V? = U+V* ~ OB?=0A?;/sH =1
O0¢#£0&s#20-= B#ZA& CO(AB); V=0 = O0(AB). Lestrois premiéres égdlités expriment donc que O
est le cantre du cercle drconscrit a ABC, la suivante exprime que ABC est un triangle non dégénéré, la derniére,
gue O est sur ladroite (AB).
b) En tenant compte de I'égalité V = 0, les deux premiéres égalités séaivent respedivement (r-U)*+s* = U? et
(¢-U)? = U?, soit encore r>=2rU+s* = 0 et #>~2/U = 0. En diminant U entre ces deux derniéres égalités, on
obtient /r’—(?r+¢s” = 0, soit £(r’~(r+s) = 0. En multipliant alors cette éalité par sH, on obtient enfin r’—/r+s* =
0,i.e fr—r —52 - 0.
c)Ona: AC [CB = r(4—r)+s(-s) = fr—+*—<". Par suite, le triangle ABC étant supposé non dégénéré, on a: fr—*—
€=0 ~ ACICB =0 - ABC redangle e C. Si O [ (AB), on avu qualors fr—*< = 0 ; par slite, ABC est
redangle en C.
2. Ona: H(r-U)*+(s-V)>H(U*V?)] — Hr[(£-U)*+V2~(U?+VA)] + 2V[¢sH-1] + H{[r—r?-<7]

= HY[r?=2rU+s—2sV] — Hr(£?>=2¢U) + 2V(¢sH-1) + He[4r—r2—s7]

= H{[-2rU-2sV] — Hr(—2¢U) + 2V(¢sH—1) = H{[-2sV] + 2V(¢sH-1) = —
Si O est le cetre du cecle drconscrit au triangle ABC non dégénéré, et s ABC est redangle en C, on a,
respedivement, (r—U)%+(s-V)*~(U?+V?) = (.-U)*+V*—(U*V?) = 0, £sH-1=0, fr—+°—s" = 0 ; par suite—2V =0, et
donc O OO0 (AB).

Probléme 22

1. L’ensemble G(f) contient O pusque, pour tout x O R, f(x+0) = f(X). Par ailleurs, s t, t' [0 G(f), on a, pour
tout x O R, f(x+(t'—)) = f(x+t'—t) = f(x+'—t+t) = f(x+t') = f(X), et donc t'—t O G(f). Par suite, G(f) est un sous-
groupe aditif deR. Si f est constante, égale aa, pour tousx, t DR ona f(x+t) = f(X) = a, et G(f) = R

2. d) Supposonsque T O G(f). Soit € > 0. Il existet, t' 0 G(f) telsqueT <t' <t<T+¢. Soit T =t-t' ; ona dors
T OG(f)ett <e. Commet <T', .onadonc T < €. Cette inégdité éant vérifiéepour tout € >0, onat =0, en
contradiction avec|’ hypothése que T 00 G(f).

b) Soitt' =t—nm. Onat’' O G(f) et 0<t' < (n+l)T —nt = 1. Par suitet’ =0, i.e. t = ntt. Onadonc G(f) O 1Z.
G(f) étant un sous-groupe alditif, et puisque T 0 G(f), on a auss TZ 0 G(f). Par suite, G(f) = T1Z.

c) Soit x, X O R et soit € > 0; f éant continue en X, il existen > 0tel que, s [X'—y| <n, dors [f(X)-f(y)| < &.
Commet =0, il existet 00 G(f) tel que 0 <t < 1. Comme R = Upoz[x+mt,x+(m+Dt[, il existen O Z tel que
x+mt £ X' < x+(m+1)t. Posonsy = x+mt. Ona: f(y) = f(X). Comme 0 < X -y < (x+(m+L)t)—(x+mt) =t <n, il vient
I[f(X)=f(Y)| < €, et donc [f(X)-f(X)| < €. Cette inégalité éant vérifiéepour tout € > 0, on a f(X') = f(X) : f est
donc constante sur R.

dSoittJQetxOR. SixOQ, adorsx+t OQ et donc f(x+t) = f(x) =1; s xOQ, dorsx+t 0 Q et donc f(x+t)
= f(x) = 0. Aind pour tout t 0 Q et pour tout x O R, f(x+t) = f(X) : Q O G(f). Sit 0 Q, soit x JQ ; onax+t 0
Q et donc f(x+t) = 0 tandisque f(X) = 1 : t O G(f). Finalement, G(f) = Q €t, en conséquence, T = 0.

Probléme 23

1. Sest I'ensemble des combinaisons li néaires de 4 élémentsde F : ¢'est donc un sous-espacevedoriel de F.

2. Onacnszx—§+;cosz><etsmx—2 20052)( S est donc engendré par les applications 1 et cos 2%, et dim S

< 2. Sionavait dm S =1, S serait engendré par 1 et ne contiendrait donc que des fonctions constantes, ce qui
nN'est pasle ca(ona ws20=1et COSZE: 0). Onadoncdim S=2 et S admet labase {1,cos 2x}.

3. Sest I'espacevedoriel des olutionsdey'+ Ay 4y = 0 s et seulement s 1 et cos 2x vérifient cete éuation.
Lapremiéere mndition impliqgue que u =0 : I'équation s éait donc y'+ Ay’ = 0. La seconde ondition s éait alors



—4c0os 2x—2\sin 2x = 0O, pour tout x O R. Or, pour x = 0, on a: —4cos 2x-2Asin 2x = —4cos20 = -4 # 0. La
seconde ondition ne saurait donc &re vérifiég et, par suite, S ne peut pas étre I'espacevedoriel des lutions
d’une guation différentielle du type indiqué.

Probléme 24
k=n nk  ken
Lona: qP(P/) = q" ) apld) = Y adP™ = cop” + g™ + L.+ G P + G0 S g"P(p/g) = 0, il
k=0 k=0

vient : cop” + cqp™t + ... + G p = =g L entier p divise le premier membre de cete égalité : il divise donc
le second membre, soit —¢,q"; comme p est premier avecq, et donc avecq”, p divise c,. De I'égdlité c,qp™™ + ...
+Cra0p + G = — cop" on dédit de méme que q divise c,.

2. @) D' apréslerésultat précéent, s P(p/q) = 0, avecp, g O N* et (p,q) = 1, pdivise-5 etdoncp=10u 5 €t q
divise2, et doncg=1o0u 2 cequi donnep/q O {1, 1/2, 5, 5/2}. OronaP(1) =-3# 0, P(1/2) = 1/4 — 5% 0, P(5)
=250 — 52 0, P(5/2) = 1294 — 5% 0. Par suite P n'a pas de radne rationnelle strictement positive.

b) Onaa > 0 et P(a) = 20°-5= 2(5/2) — 5= 0. Comme P n’a pas de radne rationrell e strictement positive, on en
déduit que a O Q.

3.8) Si P(p/g) =0, avecp, g O N* et (p,g) =1, p divise—1, et donc p = 1, et q divise 1, et donc g = 1, ce qui
donre p/q = 1. Comme P(1) = -3 # 0, P n'apas de radne rationnell e strictement positive.

b) Onaa > 0 et donc 20 > 0. Par ailleurs il vient : P(20) = 8a*—60—1. L'égalité ms30 = 4 cos’0 — 3cos
donne, pour 0 = 179, cos(173) = 40°>-3a, soit 4a°-3a = 1/2, et donc 8a°~60—1 = 0. Ainsi P(20) = 0. P n’ayant
pas de radne rationnell e strictement positive, on en déduit que 2a O Q, et donc que o O Q.

Probléme 25

1. L'application t > Tr(t —%) est une bijedion de | sur ]—g,g[ ; par allleurs I'application u — tanu est une

bijedion de]—g,g[ sur R : leur composéet - tan 1t (t —%) est donc une bijecion de | sur R.
2.a SoitxOInQ;onax+a 0]1,3[ 0]0,3[ =3I, et x+ a 0 Q (sinon on aurait a = (x+a)-x 0 Q). Comme x
X+a

3
O 3J. Comme Jn(InQ) = O, on définit une gplicaion sur l enposant : @x) =xsixdJ =x+asxOInQ.
Commex+a [0]1,3[ et que In]1,3[ =, @est uneinjedion de | dans 3J.

+a 03l estirrationndl s et seulement s O | estirrationnd, il vient : x+ a O 3J. On adonc bien: InQ + a

b) L’applicaion% @est uneinjediondel dans J: | est donc équipotent a une partie de J. Par aill eurs, puisque J O

[, Jest trividlement équipotent a une partie de |. D’ aprés le théoreme de Schroder-Bernstein, on en conclut que |
et J ont équipotents.

3. Puisque 0 <x< 1, on a% > 1: il existe donc un unique entier a; tel que x; = % —a; O[0,1] ; comme x est
irrationnel, il en est de méme de)—l(, et donc de x; (qui, par suite, est > 0) : on abien x; 0 J. Posons X, = X, et soit

P(n) lapropriété : « Il existe une suite d’ entiers unique (ay) 1<k<n tellequexlk = Ay T Xir1 AVEC Xy [ J, pour tout k
=0, 1, ..., =1» P(0) est vraie; montrons aors que, s P(n) est vraie, il en est de méme de P(n+1). D’ aprés
I"hypothese de réaurrence, (ay)1<k<n EXiSte € est unique, et x, [0 J; par un raisonnement identique a céui fait pour
Xo = X, on conclut alors qu'il existe un unique etier a,,; tel que% = @nip + X1, AVEC Xppq O J. P(N+1) est

démontrée et on obtient ainsi que (a,)non+ €st bien définie.

4. Soit (an)non+ €t (bn)non+ O S5 1"application ((an)none (0n)non+) > (C)nons, OU Cax-1 = 8 €t Cox = by pour tout k O
IN*, est une bjiedion de SxS sur S. En rotant [ I'équipotence onadonc: RO1 0JOSOSxSOXxJOIxI O
RxR.

Probléme 26
1. Pour tout t O I\{ T}, les conditions u,(t) # 0 et Ruy(t) = Ru,(t) entrainent I'existence d' un réd ¢(t) tel que u(t)

= (x(1),y2() = o () ux(t) = d(D)(Xa(1),Ya(1)). Le vedeur £(u,) = (X,,Y,) éant non rul, ona X, ou Y, # 0. Supposons
Y, # 0; pour tout t # T asezvoisin de T, on adonc y,(t) # 0 et I'égalité yy(t) = §(t)ya(t) S éait ¢ (t)= ya(t)/y,(t) :



¢ (t) tend vers Y1/Y, quand t tend vers T, t # 1. Par suite on a£(uy) = (Ya/Yo)£(uy), €t donc R4(uy) = R4(uy). Le ca
Y, =0, X, # 0 setraite de méme.

2. Si v OL vérifie Rv(t) = Ru(t) pour tout t O 1\{1}, on a, d' aprés cequi précéde, R4(V) = Re(u). L'existence ¢ la
valeur de A = £(8) sont donc indépendantes du choix de u O L telle que Ru = & sur I\{1}.

0 - s
3.3) On a d'abord : &(t) = Ry(Dy(t) = RY(O)-y(1)) = RﬂItL_\T@. L application y éant dérivable @ T, on a

Iimm,t;qth__\T&Iz =y (1) ; il enrésulte que A = £(d) existe & est égale aRy (1) : latangente ay(l) en y(1) est la
droite dfine y(1)+Ry (1).

b) Pour tout t O I\{1} posons &(t) = Ry(%y_()t) = R(y(t)—-y(1)) = R(t=,f(t)—f(1)). Supposons d’'abord que f'(1)
existe. Si f'(1) est finie, on a d(t) = R(t—,f(t)—f(T)) = FR(l,ﬁEtL:TﬂD-) - il vient donc A = 2(8) = R(L1,f'(1)). Si f'(T)
=t

fO-f(0)’
supposons que A = £(d) existe, et soit u = (x,y) O L telleque, pour t O 1\{ 1}, &(t) = R(t—T,f()—f(1)) = Ru(t) : on

afl(d) =Reu) = (XY). S X#£0, onax(t) # 0 pour tout t # T asez proche de T, et donc R(l,f—@tiﬂn) =

est infinie, on a: o(t) = R(t—t,f()—f (1)) = R( 1): il vient donc A = £(d) = R(0,1). Inversement,

R(x(t),x(t)@ﬂm) - il en découle que x(t)m)tETﬂD - y(t), soit ﬂDtETﬂQ - ii(g , et donc que f'(1) = % S X=0,

=T tend vers O quand t tend vers T, t # T, et donc que f’ (T) = too.

fO)-f(1)

alors Y # 0: on montre de méme que

Probléme 27

1. @) Larelation O étant réflexiveonaa Oa; ans ad Z, et donc Z # (0. Par a@llleursonazZz 0O | : Z est donc
majoré par b.

b) D’apresla ondition C, il existee > 0td que, sy O Jw—;w+e[nl, dlorsy Ow. Commew=supZ, il existe z[J
Zn]lw-ew. Onadonc a0z (puisquea 0 Z) et zOw (puisque z O Jw—e;w+e[n 1) . D’apres la transitivité de Oon
aalw, soitw Z. Siw<b, soit y 00 Jww+e[n1, en sorte que w [0y ; comme a dw, il vient a Oy, soity O Z,
avecy >w, en contradiction avecle fait que w = sup Z. Par suite, w= b, et donc a Ob.

2. @) Lardation indiquée et clairement réflexive (f est bornéesur [x;x] = {x}) et symétrique (s f est bornée sur
[x;y] alors fest bornéesur [y;X]) ; latransitivité résulte trivialement du fait que, pour tousx, y, zO I, ona: [x;Z O
[xyld[y;Z. Soit x O |1 et &> 0; f étant continue sur 1, il existee > 0tel que, Sy O Jw—;w+e[nl, f(y) O 1f(X)—
0;f(x)+d[. Aing, pour tout y (1| tel que [x-y| <€, f est bornée(par f(x)—O et f(X)+d) sur [x;y], i.e. x Oy. D'aprés
le lemme de Mosset Roberts, onadonc a (b, i.e. f est bornéesur [a;b].

b) Lardation indiquée et réflexive, symétrique €, d’ aprés une remarque déja faite, transitive. Soit x (01 et 3> 0
tel que f(X)+0 <M ; f étant continue sur 1, il existee > 0tel que, s z O |x—€;x+e[nl, dors f(2) O 1f(x)-0;f(X)+J[.
Ainsi, pour tout y O | tel que [x=y| <€, onasup f([xy]) < f(X)+d <M, i.e. x Oy. Le lemme de Moss et Roberts
entraine dorsque a Ob, i.e. sup f(l) <M. Par suite, il existe u O | tel que f(u) = sup f(l) : sinon, c'est-a-dire s
f(u) <sup f(I) =M’ pour tout u O |, en prenant M’ pour valeur de M dans ce qui précéle, on aurait sup f(l) <
M’, et donc sup f(I) <sup f(I). Soit alorsg =—f et soit —-m=supg(l) : onam=inf f(l) ; d'aprés cequi précéle,
il existev 1 tel queg(v) =—m, i.e. tel que f(v) = m=inf f(I).

c) Larelation indiquée et clairement réflexive, symétrique, et transitive (s x dy et y Oz dors (f(X)-0)(f(y)-
a)*(f(2-a) > 0, d’ot x 0 2). Pour x 0 J, soit 8 = |f(x)—a| > 0: il existee > 0tel que, sy O ]x—€;x+e[n |, aors
[f)—f(Y)| < 3. S f(X) <a (resp.,>a) ona dors f(y) < f(X)+(a—f(x)) = a (resp., > f(X)—(f(X)—a) = o), et donc x
Oy. D’apres le lemme de Mosset Roberts, on a dors x; [x,, soit (f(x)—a)(f(x)—a) > 0, en contradiction avecle
choix de a. Il existe donc x O [xq;x[ tel que f(X) = a.

Probleme 28

1.8 Pour x>0,0na: f(x)2a « X +a?22ax - (x-a)?>= 0; en particulier, f(x) = a pour x= 1. De méme,
toujourspour x> 0, il vient: f(X) < x = X +a®<2¢ = x*2a’ « x=a, CQFD. Onax, = f(1) = a; supposons



Xp=a>1pourn=1:ona dorsx. = f(X) = a, e donc x, = a pour tout n = 1. Par suite, pour N = 1, Xp4q =
f(X%0) £ X% (X)ne1 €St déTOissANtE.
b) La suite (X,)n=1 €st déaoissante & minorée par a: elle adonc une limite £ O [a;+co[ ; f étant continue sur
[&;+oo[, on @l = M Xpey = M f(Xy) = f(lim x,) = f(£) : £ est donc un point fixe de f sur [a;+c[. Comme on a
f()=x = x=a, il enrésulteque/ =lim x, = a.
2
Xe—a_ 1 2, .2 _ 1 2_@[a[]_2asx2 _
oa __4axn (X~ + a” — 2axy) __4axn (X—a) =% [2a D—Xnén . Comme x; =
2 3 3 4 4
_as2_a@se]_&sa_a (@) _ (a))
X1 % X1 Dkoéo 0 x % xi (2a)* ~ 8a(@®+1)’
S’

b)On a: ¢(x) =

2
2.0na: &, = “Ta il vient - 3,

Par aill eurs, puisque x, = a pour n > 1, onaénﬂ:%énzs

x* _ x* _ 1
OAD[(x+1)%+1] ~ XC+3CHAF2 T X 43X HAX+2

22+ les fonctions x > x* (k O N*)

1 . _1
T A Y est croissante. Comme a < \/_2 onaod, = 8 d(a-1 <

1 _1_ @2yt (-t 4 g3
Zo(2-1) == = =.867..10%< 107
302 8\[2[(\22+1 242 ©

C) Pour tout N2 2, on a: &, < 8n 12 < (512)% = (51 D% = Bud)® < ... < (B)2 < (10%?° = 10%2"; doul
x—a < 2210732 et, en particulier, xs—a < 310724

déaoissant sur ]0;+oo[, lafonction x> x‘

Probléme 29

n n n n n n
1L.O0na: &t =y (xt)°=nt®-2Y x+ Y x°= n@—% S xﬁ —n% > xﬂ +3 x°. Par suite &, est minimal
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
sur R ss X -2 Y x=0,i.es3X =1 Y % =Xt
N nic n
2.d) Six=y<zoux<y=zonasoit [X;Z =[y;Z soit [x;Z] =[X;y] : dans lesdeux cas, il N’y arien a démontrer.
Six=y =2z la ondition x <t <t < z éant toujours fauss, la condition de stricte déaoissance sur [x;Z] est
automatiquement satisfaite. Supposons enfinque x <y <z;sx<t<t <syouys<t<t <z il nyariena
démontrer ; S x<t<y<t <z onad une part d(t) < &(y), d autre part &(y) < d(t'), et donc o(t) < &(t') CQFD.

b) Pour t O [X¢Xw1], Ona: &(t) = Z [X—t] = (t=x1) + ... + (t=X) + (Ker=t) + oo + (X t) =kt — (X + ... + %) +
i=1
Kisr -0+ %) — (L = (2k=)t — (X + ..o+ %) + (Kier F .0+ Xn). SUr [XiXer1] 1" application &, est donc dfine,

strictement déaoissaante s k < g , constante s k = n strictement croissante si k > D.

2 2
c) D'apres ce qui précale, I'application o, est strictement déaoissante sur [X;;X], [Xo;Xa], ..., [Xm-1;%m] (pUiSqUe
m-1= n—71 < g). Par suite, dle est strictement déaoissante sur [X3;%,]. De méme, ele est strictement croissante

SUF [XmiXmeals «--» [Xne1;%n], €t dOnc sur [Xm;Xn]. Dans chaaun des trois cas X; < Xm < Xn, Xg = Xm < Xn OU X1 < Xm = X,
X1 = Xm = Xy, il €st clair alors que x, est I' unique valeur ou 9, atteint son minimum sur [X;X,]. Par allleurs s t < xg,
on ady(t) = njt—xq| + 6:(x1) > &,(Xy), et, deméme, si t > X, 01(t) = Nft—=x| + 6:(Xn) > 01(X%y) : le minimum de 6, sur
R est donc ateint en x,, €t en ce point seulement.

d) Si n est pair, posonsn = 2m;; &, est strictement déaoissante sur [X;;X,], constante sur [XmXm:1], €t strictement
croissante sur [Xm1;X,] : €lle ateint donc son minimum en un point quelconque de [XmXm+1]. Par suite, il Ny a
unicité de la d;-moyenne que si les valeurs de rang m et m+1 sont égales.

Probléme 30



1.0na i CK X(1)™* = [x+(1x)]" = 1 et donc f(X) = f(X) i CK X{(1)"* = i CK X(1)"*f(X) ; par suite,
k=0 k=0 k=0

F(X) = B(F)n(X) = Z cX xk(1—x)”-k§(x) - f%% Puisque K'OK™={ kON* /0<k<n} et K*‘nK =0, ona:
k=0
109 -8 =y Cixa—™Hoo -1y e Hoo -1

KOK*

(I
Onadors: |y < Z CK (1 x)mk%(x) meD Comme % XE< d pour tout k O K™, ona %(x) meD<

kOK™

kOK™

> £ pour tout k 0 K-, et donc |y < £ Z (o xk(1—x)”-k< c:k X(ax)r+ =&
kDK’ k-

2

2.8 On a: {|X—x|>6} _oLkJ_n{ kﬂ% D> o} = U{X——} Lav.a Xg+...+X, étant binomiae de

paramétresn et x, on adonc : P(X—x| = 3) = ZP(X ——) = YPXp+. #X, =k = 5 CRx(1x™

kOK* kOK*
KOK*
LSHN (& :
b) Comme %’(x) feas [FOo| + %Eh[l]]s 2M pour x O 1, ona:
= K k(1 K K K k(g K _ K
5] Ez Ch 190 fm%S 3 i Feo -5
OK* KOK*
<2M ¥ ChxX(19™* = 2M P(X-x| 2 3).
_ KOK*
[l vient par ailleurs: P(|>_(—x| >9) = P(|>_(—E()_()| >9) < Magzﬁ = &nla;le . Comme x(1-X s% pour x O I, on a
P(X—X| = 3) Sy donc |[¥*| < 2M LM pour nasez grand, on a1 <€ e donc 15| <& Par suite
= 4 T 2nd T on® 2 2 '
[f(x)- B(f)n(x)| <Y+ I3 < % + % = ¢, pour tout x O I. La suite de fonctions polynomiales (B(f)n)non

converge donc vers f uniformément sur | = [0;1].
Probléme 31

1. a) Soit » le centre du cercle C;. D’aprés A@ il existe un cercle C; 0 ¢ passant par w (voir lafigure) : ) étant le

centreducercle Gj, ona2r; = 20w <r; et doncr; < %

b) D’ apres le résultat précéent il existe une suite (G )non extraite de C strictement
déaoissante (c'est-a-dire telle que Ci, O G, pourtout n [0 N) et telle que, en

notant r,, le rayon de C, ,onaat rn+l <™ et donc M1 < 2n+1, pour tout n 0 N. En

2
conséquence, la suite de mmpads (Cin)nDN aune intersedion non vide, réduite aun

point w,. Si le cecle C O € de rayon r passiit par w, on aurait co C_in pour tout n

ON, et doncr <%, pour tout n O N : un tel cercle n'existe pas. |l en résulte que

I’ assertion A@ et fauss.

Remarque. La conclusion précédente repose sur le fait, tenu pour évident en géométrie scolaire, que, s I'on avait
2r; = 20w =1, les cercles G et C; se muperaient. Posons w = (a;,[3) et &) = (a;,3)). Par une trandation suivie



d’une rotation, on peut se ramener au cas ot w = (0,0), a; O [%,+oo[, B; = 0. Les cercles C; et C; ont dors
respedivement pour équation x>+y? = r;? et x+y’~2a;x = 0. Leur intersedtion a pour équations
sz+y2 =2 X2+y2 =1
soit encore : D

42_ Y= =
ar—2a;x=0 DX 20(]

22 i
L’ équation aux ordonnées des points d'intersedion est dors y? = 12 — 4L ce qui s éait encore : y? = L[]
QGJD QGJD
2
(204—7)(205+r;). L’intersedtion est donc vide si et seulement si 2a; <r;, C'est-a-dire si et seulement si 20w <r;.

2. a) L’ équation aux abscisses des points de Cn'S s obtient en éiminant y et z entre les équations x*+y*+7Z = r?,
(x—4k-1)*+y? = 1 et z= 0 : en observant que 4k+1 # 0 pour tout k [ Z on obtient

_r?+16k%+8k
=T 2(4k+D)

Pour que cete dscise soit cdle de pointsrédsde S il faut et il suffit que I’on ait X*—+>< 0. Or on a:

2 2 3 r2+16K%+8K — 2r(4k+1) r’+16k°+8K + 2r(4k+1) _
X=°<0 e (x1)(x+r) <0 = 2(ak+1) 2(ak+1) <0
o [rP+16K%+8k—2r (4k+1)][ r2+16K°+8k+2r (4k+1)] < O

o [16k2+8k(1—r)+r —2r][16k2+8k(1+r)+r2+2r] <0

. [k2 1 ][ 12 1+rk r+2r]<0
- [(k+ gl—r) —r +2 ][(k 1+r (1+r) — —2r] <0
- [(k+—)2——][<k ﬂ) —16]<o

2+r

= (k+ —)(k + —)(k + =k —) <0

= (k=G - 05)(k-k—p(k-(5-05) <0

Considérons le schéma d-aprés:

o - + - +
|

|
| | A I
= r
—05 2 o 40

Al=—

=
4

On wit quel’'ona: x* —r’<0 _—r—O,5s ks_—rouL—QSs ksL.
S| 0 Z, les sules lutions ont k =+ 4 , vaeurs pour lesquelleson ax = #r : il N’y adonc pour chaaune de ces
deux valeurs de x qu un point comnunacC et S.

S %— 050 Z on a auss _Zr — 05 0 Z, et les valeurs correspondantes de x sont x = #r : Cn'S contient deux

points exadement.

Sil exisek 0 Z te que— 05<k <— onalx <r et CnS contient deux points d'abscis® x. En outre, on a

alors% <—k< _Zr + 0,5 et il n'existe donc pas d’entier dans I'intervalle ]_Zr - 05; %[ : CnS contient donc

exadement deux points.



Sl n'existe pas d’ entier k tel que%f —-05<k< 4£1 dorsil n'en existe pas

dans I'intervalle ]_Zr; _Zr + 0,5 et il en existe donc un (et un seul) dans

I’intervalle]_zr -05; —_r[ : on aboutit alors alaméme @nclusion.

b) Si (OA,) et (OB,) ne sont pas perpendiculaires au plan P, (voir lafigure
ci-contre), soit d, I'intersedion avecle plan P, du dantangent a S en A, :
S(AN{A;} est la réunion des cercles intersedions de S(A)\{ A/} avec
les plans passant par d, et coupant JOA,[. Si, au contraire, (OA,) et (OB,)
sont perpendégulair% au plan P, on a de la méme fagpon S(A{A} =
Uoar<a[(PHAOA)NS] : S(A) A} est laréunion de ses ®dions par des
| plans paradléles a P,. Il en va de méme dans le ca de S(B,){B;}. On a
4 donc:

‘ R® = COUrso(TD(S(AMADO(S(B)Y B)).
Comme les ensembles S(A)\{ A/} et S(B,)\{B;} sont des réunions de cecles digjoints, il en est de méme de R®,
et A® est donc vraie.

Probléme 32

1. Soit f O F;onaf(0+1) = f(1) =0=f(0) : c=1 est donc bien une corde universelle,

2. Sl exitek=0,1, ..., n=1tel que di = 0, on peut prendre x = lﬁ( Sinon, puisque
Sosen 0k = FO-F BT (SR, B0, (B04(0) = f(1)-1(0) =0,
il existe des entiersk, ¢ 0 {0,1,...,n~1} tels que dx > O et d, < 0. L’applicaion &(X) : X — f%{ +%%f(x), qui est

continue sur %),ED change donc de signe entre x = E e x= % (puisque 6%%2 d et 6E{D: d,). Par suite, il

n ] (]
. . . { .k _ . g 1
existe un réd x compris entreﬁ et p tel que d(x) = 0. Ona ans f% + o0 f(x), etleréd c= a est donc une @rde

universelle.

3. d) Soit n I'entier tel que n <% < n+l: on asuccessvement nc < 1 < (n+1)c et 0 < 1-nc < c. Soit aors ¢q

I'application affine par morceaix définie sur [0,c] par $o(0) = 0, do(11c) = 1, do(1) = 0 (voir lafigure, ot I'on a
choisi des unités distinctes sur les axes de mordonrées).

N

Comme[0,1] =[0,c]0[c,2c]C...0[(n~1)c,nc]0[nc,1], on obtient une gplicaion ¢ convenable en posant, pour x
O [ke,(k+1)c]n[0,1], et k=10, 1, ..., n, (X) = do(x—Kc).

b) Posons f(X) = x —¢(X) : f est une gplicaion continue de [0,1] dans R telle que f(0) =0 —$(0) =0 - 0=0,
f()=1-6¢(1) =1-1=0. Par allleurs, pour tout x [ [0,1—c], il vient : f(x+C) = (X+C) —p(x+Cc) =x+c—d(X) =
f(x) +cz f(x).



Probléme 33

1. Supposons p, défini pour n < 2m-1; Iintervale Ja, | ,ap,, [ &ant infini, il existe des entiers k > poy 3 tels
que ap,, , < a < a,, , - ON définit aors p,, comme éant le plus petit d’ entre ax. De méme, supposant p, défini
pour n < 2m, on definit pom comme éant le plus petit des entiers k > p,, tels que &, < & < ay,,,, ,- La suite
ains définie mnvient.

2. D’apres I'axiome des intervalles emboités et les proprietés de la suite (a,,), les sgments Iy = [ap,,8p,m.4]
forment une suite déaoissnte dont I'intersedion nest pas vide. La déaoissance éant tricte, on a:
M0l 8y @pomesl = N # 0.

3. Supposons qu'il existe g O N tel que a4 = y. Soit alors n le plus grand entier tel que p, < g, de sorte que g <
Pn+1. SUPPOSONS N pair : n=2m. Ona:

aPZm—z < apZm < aq < aP2m+1 < apZm—l‘

Par suite, pomi1 (= Pnsa) > g Nest pas le plus petit des entiers K > pom (= py) tel que ap,, , < & < &, ;¢
contradiction. On procéde de maniere analogue quand n est impair. Ainsi n’existe-t-il pas d’entier g O N tel quey
= ag, contrairement al’ hypothese initiae.

4. Lerésultat de laquestion 1 reste valable. En revanche la démonstration du résultat de la question 2 cesse d' étre
valide dans Q, puisque I'axiome des intervalles emboités n'y est pas vérifié, comme le montre la suite I, = [0n,By]

ou (a,,) (respedivement, By,) est une suite de rationnels croissant (resp., déaoissant) strictement verS\/_Z.
Probléme 34

1. @) Supposons gu'il existe un couple (p, g) ou p et g ne sont pas premiers entre aix. Soit n le plus petit entier tel
gue R, contienne un tel couple (p, g). On a nécessairement n = 2. L’un des couples (p, -p) et (p—a, q) appartient
aR,_;; or chaaun de ces couples est constitué d’ entiers non premiers entre aix (puisqu'il en est ains de (p, q)),
en contradiction avecle choix den.

b) Supposons que cetains couples (p, q) d entiers premiers entre aux N’ apparaisent pas parmi les valeurs de s.
Soit (p, g) cdui d’entre eux pour lequel p et q sont les plus petits possbles. Si p > g, aors (p—q, q) N’ appardit pas
non plus parmi les valeurs de s, en contradiction avecle coix de (p, g). Si p < q, il en est de méme de (p, ),
avecune conclusion analogue.

c) Le oouple (1, 1) ne peut apparditre qu une fois. Supposons aors que, parmi les autres couples posshles,
certains apparaisent plusieurs fois dans la suite s. Soit (p, g) un tel couple, avecp et q les plus petits possbles. Si
p<q, (p, g) est engendré par (p, —P), qui apparait donc deux fois au moins, en contradiction avecle doix de (p,
). On raisonne de méme lorsque p > @.

2. 1l suffit de vérifier que si deux couples (p, q) et (p', ') sont des valeurs conseautives de s, dlorsq = p'. La
propriété et trivialement vraie pour les valeurs de s appartenant a R;. Supposons-la vraie pour les valeurs de s
appartenant a R,00...00R,_;. Montrons qu' elle et vraie sur R,[1...0R,_:[0R,. Soit d'abord (p, q) et (p’, q') deux
couples conséautifsde R, (n = 1). Si ces couples proviennent du méme ouple (u, v) de R,_; ona(p, q) = (u, u+v)
et (p', q) = (utv, v), ensortequon abieng = p’' (= ut+v). S'ils proviennent de deux couples conséautifs de Ry,
d aprés I" hypothése de réaurrence ces couples séaivent (u, v) et (v, w) et ona(p, q) = (u+v, v) e (p', q) = (v,
V+W), en sorte que, a nouveal, on abien g =p’ (= v). Pour terminer ladémonstration, il suffit de montrer (par une
réaurrence immédiate) que le premier et le dernier couples de chaque ensemble R, sont respedivement (1, n) et
(n, 1) : le dernier élément de R,_; est donc (n—1, 1) et le premier de R, est (1, n) : la propriété et la encore

vérifiée |l résulte dorsdelaquestion 1 gie la suite pi=in énumere Q.
OF(K) Ll

Probleme 35

1.a SoitHO[BC]etM O Q\H]. Il existe a [0 [0,1] tel que H soit le barycentre de (B,a) et (C,1-q), c’&et-é—cgire
tel que AH = a AB+(1-a) AC. Il existe k [1[0,1] tel que AM =k AH. Ona dors: AM = k(a AB +(1-a) AC)
= ka AB +k(1-0) AC. Posons A = ka, p =k (1-0). Ona AM = AAB+uAC. Puisque0<k<letO<a, 10 <

1,ona0<ka, k(1-0) <1, s0it 0< A, p< 1 ParailleursA\+u = ka + k (1-a) =k < 1. Ains M O{ M OR?/ O



(\,p) 0[0,1)% tel que A+u < 1 et AM = )\,DADBW,DA]C }. Rédprogquement, supposons que AM = )\,DAEEIw,DADC
avec (A1) O [0,1]% et A+ < 1. Si A+ = 0, dors M = A [0 ABC. Sinon, soit H défini par AH = % AM, otk =

i. Comme AH = A AB +-t KJC, H est le barycentre de (B,a) et de (C,1-a), oua = L. Comme AM
A+ A+ A+ AU

= kifl—f, aveck = A+u 0[0,1], onadonc M O ABC.

b) Soit X I'application de R? dans R? qui, atout M O R?, fait correspondre X(M) = (A1) O IR?, ol A et p sont les
coordonnées de M dans le repére dfine (A,B,C) : AM = )\ADB#MKC. L'ensemble T={ (\,u) OR*/ A\+p<1}
est fermé dans R? comme image rédproque de I'intervalle fermé ]—o,1] par I'applicaion linédre, et donc
continue, (\,1) — A+ De méme L(g,l]2 est fermé. Or on a ABC = X HTn[0,1]% : X éant continue, ABC est
fermé. Par aill eurs, pour M tel que AM = AAB +u AC, onaAM < AJAB + |UJAC < (]A[+u|) max(AB,AC). Si M
0 ABC, c'est-a-dire s (A\,u) 0 [0,1]? et A+t < 1, on a A+ = A+ < 1. Par suite, AM < max(AB,AC). La
plague ABC, qui est incluse dans le disque fermé de caitre A et de rayon max(AB,AC), est donc bornée Il en
résulte que ABC est une partie mmpade de R?.

3. Puisque M O (BC)(a), JAM[ coupe (BC) en un point H. Comme M [ (CA)®, H n'est pas sur la demi-droite
ouverte portéepar (BC), d’ extrémité C et qui ne mntient pas B ; et de méme, puisque M O (AB)©, H n'est pas
sur la demi-droite ouverte portée par (BC), d extrémité B et qui ne contient pas C. Par suite, H 0 [BC]. On a
donc : MA+MB+MC = MH+HA+MB+MC > MH+HA+BC = MH + (HA+HB+HC) > HA+HB+HC. Ce résultat
vaut de méme lorsque M 0 (BC)®'n (CA)gn (AB)© et lorsque M O (BC)*®'n (CA)®n (AB) ). Pour tout point
M O RAABC, il existe donc H O ABC tel que MA+MB+MC > HA+HB+HC. Par suite, ona: inf { f(M) /M O
R?} =inf{ f(M)/M O ABC}. Comme ABC est compad et f continue, il existe P 0 ABC tel que f(P) = inf {
f(M)/M OR?},

4.3) Onad(x) = AH — x +\/HB*¢ +\[HC?+X et donc ¢(0) = AH + HB + HC. Il vient ¢’ (x) = —1+\/ﬁ
+
X .
+——=—=-¢et donc ¢’ (0) =—-1. Comme ¢’ est continue en 0, onad’ <0
Jrcme 2 ot ? ’
A dans un woisinage V de 0 dans [0,AH], et on a donc, pour x asez petit,

d()—4(0) = [OX ¢’ (u)du < 0, soit $(x) < ¢(0), c'est-a-dire PA+PB+PC <
HA+HB+HC. L’ application f n’atteint donc pas ©n minimum en H.

b) La mnclusion précélente reste a fortiori vraie pour tout point K de

]BCJ autre que H, puisgue dors AK > AH, et donc f(K) > f(H). Dans le

I cas ou le projeté orthogonal H de A sur (BC) est extérieur a]BCJ, on a,

H B | c pour tout K 0 ]BC[, f(K) > f(B), en supposant que B est plus proche de

K H que C (voir la figure). Ces conclusions valant pour les deux autres

cOtés, f ne peut atteindre son minimum en aucun point de
JAB[O]BC[O]CA].

Probléme 36

1. L'ensemble{ f(X) /X OIn]—eo, X[ } est majoré par f(x) : notons f(x_) sa borne supérieure. Soit alorse > 0 et
soit X O In]—oo, X[ tel que f(x)—f(X) <¢€; pour tout t O [X X[, on a f(x)—f(t) < f(x)—f(X) < €. Par suite,
limy;  f(t) = f(x). On démontre de méme que limy,x f(t) = f(X.), ou f(x.) =inf { f(X') /X OIn]x, +oo[ }.

2. Soit mO N tel quil existe m points x; < X, < ... < Xy a@ppartenant a Dy(a,b). On a: f(a) < f(X) < f(x14) <
f(x) < f(x2) < ... < f(Xm) < f(Xme) < (D). Il vient donc: f(b) — f(a) = f(b)—f(Xm+) + f(Xme)—f(Xm) + ... +
f(o)—f () + f()—f(Xes) + F()—f(xa) + F(x)—F(@) 2 f(Xme)—f (X)) + - + f(20)—F () + F(Xa)—f(Xe) >
m%. Ona dans m<n (f(b)—f(a)). Par suite D,(a, b) est fini.

3. a) Si E, edt fini pour tout n [0 N*, on énumére successvement les ééments de E;, EL\E;, E3\E,E,, etc. SiI'un
des E, est infini, par exemple E;, posons, pour tout n O N*, E.* = E,0F avecF = E; s E, est fini, et F = 0 sinon.
On aUnow+ En = Unons En = E. Avecdes notations évidentes, on a dors I’ énumération suivante, ol I’on ignore les
éléments dgja rencontrés ;

X10.X11 X12 X13 + ..
Ve 4
/ /, //
4 4 4

4



X20 X21 X22 X23 - --
X30 X31 X32 X33 - --
Xa0 X41 Xa2 X43 -+

b) La suite% tendant vers 0, on aD(a, b) = Unon+ Dn(a, b). Les ensembles D, (a, b) éant finis, I'ensemble réunion
D(a, b) est fini ou dénombrable.

¢) Supposons que I'on ait | = Ja,B[. On a dors Dy = Unow- D(o—n%,B+n7") : d'aprés les résultats précéents, Dy
et fini ou dénombrable. Si | = ]a, +oo[, on ade méme D = Uyan+ D(a—7", n), etc.

Probléme 37

I. 1. Soit A, B O ¢ avecA # B. Soit C [0 (AB). On aa(ABC) > 0 et donc a(A’'B’'C’) > 0; par suite, A’ # B'.
L’ applicdion f est donc injedive.

2.0na:A,B,Cadignés = a(ABC)=0 = a(A’'B'C')=0 = A", B’, C dlignés.

3. Soit D O (AB) ; on aa(ADC) < a(ADB). Supposons que C'appartienne ala demi-droite ouverte d' origine B’

ne @ntenant pas A’ (voir ci-apres). On a dors a(A’'D'C') > a(A’'D'B’), et donc a(ADC) > a(ADB):
contradiction. Par suite, C' [1]B’A’). On montre de méme que C' 0 JA’B’). Finalement, C' 0 ]A'B’[.

| ~

A’ B’ C

A C B

4. Soit D O (AB), hladistancede D a4 (AB), h' ladistancede D’ a (A’B’). Si A 0 ]0,1[, on aC O JABJ et donc
C' O]A’B’[. Dans ces conditions, on a:

C = MA+(1-\)B = AAC = (1-\)CB = )\%hAC = (1—)\)%hCB = Aa(ADC) = (1-\)a(CDB) = Aa(A'D'C) =
(1-\)a(CD'B’) = )\%h’A’C’ = (1—)\)%h’C’ B' = AA'C' =(1-A)C'B’ = C =)AA'+1-\)B'".

SiA>1,ona: C=AA+(1A)B = A= %]B-I—)l\c = uB+(1)C, ol u = )\T_l 010, 1] ; par suite, A’ = uB’+(1—
nC = A%]'B%C soit donc C' = AA’+(1-\)B’. Si A < 1, on procéde de méme, en échangeant A et B. Lescas A

= 0et A =1 sont triviaux. Il résulte de l1a que f est une gplicaion affine de # dans lui-méme. Comme f est
bijedive, c'est une bijedion affine.
II.Si f conserve 'aire, f et affine. Soit alors A, B, C O # non dignés. On a: a(ABC) = a(A’'B'C’) =
|det ujA(ABC). Comme a(ABC) > 0, il vient |det u| = 1, soit det u = +1. Inversement, s f est affine & det u = £1,
onaa(A’B’C’) = |det u|E(ABC) = a(ABC), pour tout (A, B, C) 0 7°.
. 1. Soit (k, 1) le muple des coordonrées de K. Les points O, I, J étant non dignés, il existe une unique
application affine u telle que u(O) = O, u(l) =1, u(J) = K. Soit
X = ax+py
ay' = yx+dy



I'expresson analytiquedeu dans (O, I, J). Poury=0,0onax =ax=xety =yx=0; prenonsx # 0 il vient a =
lety=0.Lexpressondeu est aors:

X = x+By
ay =0y
Pourx=0ety=1,onadoncx =3 =kety =d=1. Onobtient aing :
X = x+ky
ay =y
: 1k . s J ;
Il vient : detu=| ;| = 1. Par suite, u conservelaire. L K L

2. Le vedeur MM® est constant sur les pardldlesa (Ol). Si M
0 (JK), onaMM’ = JK : le point M’ S obtient par un smple
transport de distance Sinon, soit L I'intersedion de (OM) avec
(K) et soit L' = u(L) : u transforme (OL) = (OM) en (OL"),
droite qui coupe la paralléle a(Ol) passant par M au point M’ o |
demandé.

Probléme 38

I. 1. Soit # O N satisfaisant les conditionsde O;. Posons #* ={ KON /[0, KInN O #}. Ona0 O #*. Pour tout
kO, onal0, KlnN O #, et donc d'une part [0, k-1]nN O #, soit k=1 O #*, d'autre part [0, k+1]nN O #
(puisque k+1 O 2 dés que k O #), soit n(k) = k+1 O #*. Par suite, d'aprés [, ona?* = N, et donc £ = N.

2. Soit # 0 N satisfaisant aux conditions Cc. En vertu de 0,, la suite (n'(0))ioy Suggérée par I'énoncé est bien
définie puisque n°(0) = 0 0 Z et que, pour i = 0, si n'(0) O 2 alors n"**(0) = n(n'(0)) O 2. Pour tout i 0 N, posons
alors 2, = 2n[0,n'(0)]. On abien 2, 0 [0,n'(0)] NN, et n'(0) O 2. Si k 1 ]0,n'(0)]n 7, onak O 2, et donc k-1 0 2,
soit k=1 0 @ : d'aprés ,, on a & = [0,n(0)]nN. Comme # = Uw &, on a: 2 = Uaw ([ON'(0)]nN) =
Uiew [ONOD AN =N

1. 1. POSONS X = X;—iX, €t y = yy+iy,. On a d'abord [xy]® = Xy = (%*+%)(y12+Y.7). Par ailleurs il vient : xy =

(X=X)(Y1tiyz) = (XayitXaYo) + i(X1y—Xoy1). On a donc: |XY|2 = (X1Y1+X2)’2)2 + (X1YZ—X2Y1)2- D’ou I'egalité
demandée

2. Pour tout n O N*, soit X, = (X1, Xo, ..., X0) O R" €t Y, = (Y1, Vo, ..., ¥n) O R", et soit 9, I'inégalité de Cauchy
correspondante. Posons

#={0}0{ nON* /9, vraie pour tous X, et Y, OR"}.

D’ aprés le résultat de la question 1.1, on a: (Xiy1+Xoy2)? < (XaYitXeYo)? + (XaYoXoy1)? = (X ®+%2%)(Y12+Y,7). On a
donc 2 O #. Supposons que n 0 @, n = 1; montrons alors que 2n O . En utilisant 9, sous la forme xy;+Xy, <
(% ®+%2%) Y2(y,%+y,%)Y2 on obtient :

(XaYr XYt .. +%onyon)” = [(XaY1XaY2) H(XaYatXaYa)+ ...+ (Xon-1Yon-1+XonY2n)]”

< [(x P 2y +y2)) V2 +Hxa ™)) Vs Y ) o A+ (Kont Xon ) A (Yant Y)Y,

L’application de 9, a1'expresson élevée al caré dans le second membre de I'inégalité donre, avec des notations
évidentes (voir les sulignements) :

2 2 2\1/2 2 2\1/2 2 2\1/2 2 2\1/2 2 221/2 2 2\1/2
(XeY1HXoYot. .. FXonYon)” < (XX (Y1 HY, ) " H(Xa™HXa") T (Y5 HYa) T e (Xona“HXon )T (Yane1 HYan")
= UpVy UV UV, < (U U2 U D) (Vi 22+ L4y D)

= (% *%))+ (X X))+ . H(Xon 17 HXen ) (Y1 2+Y2 ) H(Y5+Ya))+ ... H(Yon 1 +Yon))
= (X7 Xan 1 on ) (Y1 Y+ HYon 1 HYon).-
On adonc bien 2n O 2. Par ailleurs, sin O 2, on apour tous X, Y, O R"

(Y1 X 1Y 1t XeYn) 2 < (P X 12X D) (Y2 2F - HYn oY)



En faisant x, =y, = 0, on obtient, pour tous X,_1, Y1 O R™,

(Y1t Y1) S (0% X D) (Vio+ - +Yntd)-
On adonc n—-1 0 #. En conséquence, et en vertu de ¢, ona® = N, CQFD.

Probléme 39

I. Ona(Af+ug)(a) = (Af)(a) + (g)(a) = Af(a) + ug(a) et (fG)(a) = f(a)g(a).

II.1.Onalld=1etdonc ¢(1) = $(10) = (1) (2). S I'on avait ¢(1) = 0, on aurait auss, pour tout f O C(R),
() =0(f1) =d(f)p(1) =0. Commed #0onad(l) # 0: I'égalité d(1) = ¢(1)$ (1) entraine donc que ¢p(1) = 1.
2.S ¢(f) = f(a) et s f(a) =0, alors ¢(f) = 0. Inversement, supposons que, s f(a) =0, alors ¢(f) = 0. Soit f O
C(R) ; ona: ¢(f)—f(a) = d(f)—f()d(2) = d(F)-o(f(a)1) = d(f—f(a)1). Comme (f—f(a)1)(ar) = f(a)—f(ar) = O,
ona¢(f-f(a)1) =0, et, par site, ¢(f) = f(a).

3. Pour x 0 RY{a}, posonsg(x) = ]):i_)—g et posons en outre g(a) = 0. Comme f [0 C(R), g est continue sur R\{a}.

Comme f est nulle sur un voisinage de a, lim g(x) = 0: g est donc continue en a. Il vient dors: ¢(f) =
X, X£Q

0(g)¢(1—a1). Comme (I-a1)(a) =0, onad(l-al) =0 et donc §(f) = 0.

. . :_L. :M: = D—LD:M:
4.9) S ¢(f) # 1, soit g q)(f).onagDC(R),g(or) o(f) O et ¢(9) ¢®(f)D () 1

b) L'applicaion f éant continue d@ nulle en q, il existe unréd € > 0tel que, s x O [a—, a+¢g] dors [f(X)| < 1.
Posons h(x) = f(X) pour x [0 [x—, x+€], h(X) = f(a—€) pour X [0 J—oo, a—€[, h(X) = f(a+€) pour x (1 Ja+g,+oo[ : 0N
ah O C(R), h(x) = f(X) pour tout x dans un voisinage de a, et |h(X)| < 1 pour tout x O R.

¢) Comme |h(x)| < 1 pour tout x O R, I'application (1-h)™ est définie & continue sur R. L’égalité 1 = (1-h)™(1—
h) conduit dorsa 1 = ¢(1) = ¢((1-h)*(1-h)) = ¢((1-h) Hd(1-h). Comme f-h est nulle sur un woisinage de o, on

a¢(f-h) =0, et, puisque ¢(f-) = ¢(f)-d(h), il vient $(h) = ¢(f) = 1. Ona ans : ¢(1-h) = ¢(1)-o(h) = 1-¢(h)
= 0. On aboutit ainsi al’' égalité dsurde 1 = 0. Par suite, I' hypothése qu'il existerait f (1 C(R) telle que f(a) =0 et
o(f) £ 0 coit étrergjetée Il en résulte que, quelle que soit f 0 C(R), ona¢(f) = f(a).

Probléme 40
1. Soit E = R® et soit f I'application de E dans E qui ax O E associe f(X) = cosex. Soit en outre a = |dg. D’ apres
le résultat indiqué, il existe une suite unique u a valeurs dans E telle que

U=a
Opour tout n O N, Uner = f(Un)

Soit iCi
Up = |d|R
Opour tout n O N, u,.1 = COSeU,
SiI’'on pose u, = cos™ (n O N), il vient donc :
cos? = Idg
Opour tout n O N, cos™? = cose cos™ -
2. @) L’application cos é&ant continue, on a:

£=lim cos™V(x) = lim cos(cos™(x)) = cos, lim cos(”)(x)) = cosé.

b) Pour tout n O N* ona:
cos™(x) — (cos™(y) = cos(cos"(x)) — cos(cos"(y).

Par aill eurs, pour tousa, 3 01 =[-1, 1],ona:



[cosa —cos B| < suplsin’ (y)|la — B
yOl
Posons k = supjsin’ (y)| ; on abien k < 1. En prenant a = cos”(x) et B = cos™(y), il vient, pour tout n [ N* :
yOl

lcos™(x) — cos™(y)| < k [cos™(x) — cos”(y)|.
Par une réaurrenceimmédiate on a ans :
lcos™(x) — cos™D(y)| < k" |cos(x) — cos(y)].

c) L’inégalité précélente entraine que, s'il existe x O R tel que (cos™(X))now ait une limite, alors (cos™(y))now ala
méme limite quel que soit y 0 R. Admettons un instant I'existenced’un réd & tel que § = cos & et posonsy =& ;
on a os"™(y) = & pour tout n 0 N*, et I'inégalité

lcos™ () — cos™(y)| < k" [cos(x) — cos(y)]
devient :
lcos™V(x) — &| < K" [cos(x) —&|.

Par suite (cos™(X))non tend vers €. I résulte de 13, en particulier, que si le réd £ existe, il est unique. Montrons-en
I'existence cequi achéverala démonstration de C. L' application

X §(X) =X —Ccosx

est strictement croissante sur %) E%(ga dérivée et 1+sinx) ; comme ¢(0) = -1 et d)%% %é >0, ¢ Sannule

n_

entre 0 et )

0,78... La mnjedure C est démontrée

3. La suite (Uy)now = (cos(”))nDN définie plus haut se révéle donc ére telle que toutes les slites numériques
(Un(®¥))non, oU x O R, convergent et ont méme limite, & savoir le nombre solution de I’ équation x = cos x, dont une
valeur approchée et

x* =0,739085133215160641655312087673873
Parmi les ajets proposés aux épreuves orales du CAPES 20000u I'on pouvait exploiter le matériel mathématique
précélent, on doit citer d’abord le sujet n° 62 ce I’ épreuve d’ exposé :

62. Etude de suites de nombres réds définies par une relation de réaurrence up,;, = f(u,) et une ndition initiale.
L’ exposé pourra éreill ustré par un ou des exemples faisant appel al’ utili sation d’une caculatrice

A cdaon gjoutera plusieurs des sijets proposés al’ épreuve sur dosser :

88 50 Exemples d'étude du comportement de suites définies par une relation un.; = f(u,) €t une @ndition
initiale.

g8 51 Exemples d’ approximation d’un point fixe d’une fonction & Iaide d’ une suite. Etude de atte suite. Mise
en évidencede I’ obtention de la prédsion visée

88 52 Exemples d’emploi de suites pour I’ approximation d’un nombre.

88 53 Exemples de recherche de solutions approchées d’ une éjuation numérique.

Probléme 41
[. 1. Ona: u=u+tv+(-V) et donc Ju| < |u+v| + V] = Ju+v] + |v] ; il vient @ingi : Jul-v] < u+Vv]. En échangeant u et v,
on obtient de méme : —(Jul-v]) < |u+Vv]. Il vient dors: [[uHv|| = max (Jul-v], =(JuHVv))) < [u+v).
Remarque. On peut procéder autrement, en utilisant la structure de @rps de C (alors que la démonstration
précélente est valable sur tout espacevedoriel normé) ; on a d'abord : Ju+v| = V]| < JutvP = (JuHv)? <
(U+V)(U+V) 2 |uP +VP = UV = UTHUVHVTHW = Ul +W — 2\/UDW < VO+W + 2/ulw = 0. Soit o O C tel
quea?=uv ; onad? = a? = v, doll uv+vl = a? + a2 et \/udw = ad. Il vient donc : Vi+W + 2\/uliw = a? +a°
+2aa = (o + )% O R,, CQFD.



2.0naP@@=ay+az+..+a7 = z"%+ 1+ . +an%Enposantu—anetv—in° 21_ ...+a"‘71dans

I"inégalité démontréedans la question 1, il vient :

P@I= R+ 2+ + a e T - e+ Ry Bal]

4 2 HR
On a en outre : %+Zﬂ a“z‘lm J|Z_|l ljz%l- +]%l. Par suite, il existepDFRj. tel que, s |2 >,
alors %+%+ . a“‘%s ]?l et donc |P(2)| = |2|”J%l. Soit alors p O Ri, p =y, te que s |7 > p, dors

12" J%l > K : il résulte de cequi précéde que p répond ala question.

3. Soit z, 0 C et soit K = |P(z)| ; d’aprés la question 2, il existe donc p O FR: tel que, s |4 > p, dors |P(2)| =
|P(z)|. L’ application z — |P(2)| étant continue, elle possde, sur le disque ompad ¥ ={z0OC /|74 <p}, un
minimum qu' elle ateint en un point z, [ 9. Posons z, = z; S |P(z)| <€ |P(2)|, = 2 sinon, en sorte que |P(Z)| = min
(IP(z)l, [P(z)]). Soit zO € ; si |4 > p, ona [P = [P(z)| 2 [P(z)] ; s |4 < p, on a [P 2 [P(z)] = [P(zo)| : le
nombre complexe z, répond donc ala question. Posons alors Py(2) = P(z+z,) ; il est clair que, pour tout z O C, on
a|P(2)| = |P(z+2)| = |P(z)| = |Po(0)], et que, par aill eurs, P possede uneradne dans C s et si seulement s il en est
de méme de P,.

II.1. Soit P(2) =ag + ay;z+ ... +a,2", oll z, &, &y, ..., a, 0 C, aveca, # 0. Soit m le premier entier k=1, 2, ..., n
tel queag # 0; enposant a= gy et b = a,, et en supposant m<n, il vient :
P2 =ag+aiz+.. +a, 2 =a+bZ"+ (anZ™ + ... +a,2)

=a+bZ"+ 72" amy + ... +a, 2" ) =a+ bZ"+ Z"'Q(2),

00 Q(2) = @y + ... +a,2"™ . Dansle ca ol m= n, |égalité demandée alieu avecQ = 0.

2.0na: PAAw) = a+ bAw)™ + A)™QAw) = a + ba\™ + Aw)™Q\w) = a + b%%‘%m + (A\)™ Q) =

(1AMa + Aw)™QAw). Il vient dors: [PAW)]| < (1-AMal + A™ ™ QA w)|. L’inégalité |QAW)| < |ams] + ..
+ |aned™™ | implique que AjJd™ QA w)| = Aw™ QA w)| a pour limite 0 quand A tend vers 0 selon ]0, 1[. On peut
donc choisir A asezproche de 0 pour queI’on ait AjW™ QA w)| < [a]. Il vient alors

IPAW| < (1-Aal + A™ o™ QAW < (1-A)al + A8l = [al.

Comme |a] = P(0), on aurait ains |[P(Aw)| < |P(0)|, en contradiction avec |’ hypothese. Par suite, on a a = 0, soit
P(0) =0 : lethéoréme de d’' Alembert est démontré.
Probléme 42

1. Lalimite qu on peut avancer conjecuralement est Ao = 100. On abien: 111 _1130, 3000

0 0

=111 -113+0,3
=100= A,

2. La suite (up)non €tant supposée onvergente, elle et implicitement supposée définie pour tout n O N. En
multipliant I'égalité (v) par ugUn_; ON @: UpyqUnUn_g = 113u0U,4 — 113Q,_; + 300Q En passant a la limite dans
cette gyalité on obtient I'égalité demandée: A\® = 11102 — 1130\ + 300Q Cette derniére dant vérifiéepour A =
100 on a: A* = 111\* — 1130\ + 3000 = A* — 106 = (111A\% — 1130\ + 3000 — (111x100° — 113100 +
3000 - A - 106G = 111(A>~100) — 1130(A-100 + 3000-3000~ (A—100(A*+10Q\+100F) = 111 (\—
100 (\+100) — 1130(A—100 < (A—100[(A>+100\+100) — 111(A+100 + 1130 = 0 = (A—100Q[A\? —
11 (A\+100) + 1130 =0 = (A-100(A%> — 11\ +30) = 0 = (A-100(A-5)(\—6) = 0. Les ®lutions de |’ équation
A®=1112% — 1130\ + 3000sont donc A =100 A =5et A = 6 : telles ont leslimitesa priori possbles d’ une suite
(un)nDN-



_ 4x5™ _3xg™! _ 4x5—3x6 _ _4x5°—3x6° _ -8 _
3. Posons ¢(n) = x5 —3x6 pour tout n O N. Ona¢$(0) = 13 - 2¢et ¢(1) = 536 - 2 =4
Supposons quon ait u,; = ¢(n-1) et u, = ¢(n); il vient: uny = 111 — 1130 + 3000 _ 111 -
Un UnUn—1

4x5" — 3x@" 4x5" —3x@" 4x5™! _ 3xg™?
4x5n+1 _ 3x6n+1 + 3000<4x5n+l _ 3x6n+1>< 4x5n _ 3)(6”
3x6™1) — 113@4x5" — 3x6") + 300Q4x5™" — 3x6™?) = (111x5° — 1135 + 3000 (4x5™?) — (111x6% — 11306
+3000(3x6™ ™) = 125x(4x5™%) — 216¢(3x6™ ) = 53x(4x5™ ) — 6°%(3x6™ ) = 4x5™2 — 3x6™2 Ona dns : Uny

1130« . Dolr: (4x5™ — 6™ YU, = 111(4x5™T —

n+2 _ n+2 n+l - i
=5~ =36 " _ (1), Par suite, pour tout n O N, uy = ¢(n) = 22 =36 ) viient alors:
x5 36 4x5" — 3x6
6n+1 |:§|j+l _ 3|:|
_ 4x5™ _ 3xe™! (60 O

Un = n n - .
4x5" — 3x6 6" ENR 30
61 "0

Lalimite de la suite est donc 6 (et non 100, comme on avait pu le aoire plus haut).

Probléme 43
) | ) .
1.8) Pour i < n, ona (X" = (nrl'i)l X" lorsgue i < k < n, le polyndome X" sannule en 0. Il en est donc de
i ) . . . | .
méme de Cl(X")((1-X)")*. Pour ki < n, on a (1-X)")*? = (-1 m (1-X)": pour i <k <n, (1-

X)) g annule e 1, et il en est donc de méme de Cl(X"?((1-X)")*). Comme ces conclusions valent pour i =
0,1 ...k onaP,%0)=P,%1) =0.

1

!

b) Le polyndme P, étant de degré 2n, P,"” est de degré n. D’aprés la formule de Leibniz, on a: P,"™(X) = =

n
Z CrhOMO(-X)N™. Pour i = 0, 1, ..., -1, (X" sannule e 0, tandis que (X)®™ et le polyndme mnstant

i=0
_ n! n!
il(n=)! (n=)!

) Tl )
égal an! ; on adonc P,"(0) = n—1| Nt = 1. Par ailleurs, il vient : PO(X) = % XM DX

i=0

n
=D (D™ XX 0ZIX).

i=0
2. L’égalité et trivillement satisfaite pour n = 0 puisquon aPy = Po® = 1 et f = fO. Lorsque n = 1, des
intégrations par parties siccessves et une réaurrence &idente fournisent les égalités suivantes: [ 01Pn(")(x)f(x)dx
= [P 001015 = [P 200709k = =[P f O = ... = (<D [P0k = .. = (-
D" [P (xax.

3. a) Le polynéme P, s éait sous laforme a.X" + a,_ X" + ... + a;X + a, les coefficients a, étant entiers; on
0

adonc [Oan(”)(x) f()dx = Z a r[olxkf(x)dx. Comme les nombres r[olxkf(x)dx sont rationnels, il en est de méme

k=n
de [ Olpn“‘)(x) f(x)dx.



b) Ona lim A,= I|m Bn[ 1p (%) f™(x)dx = 0, cequi, puisue A, est entier, est en contradiction avec!’ hypothése

[N

que A, # 0 pour unemflnlte devaeursden.
4.® Pour k=0, 0ona: [Onxksinxdx: [Onsinxdx: 2. Pour k = 1, on ade méme: [O’szinxdx: [x(~cos X)]f +

[Oncosxdx: T Pour k= 2, on a: [O’Txksinxdx: [X{(~cosx)]y - [T[kxk (—cosx) dx = T + k [” Xlcos x dx.
Par aill eurs ["xk‘lcosxdx = [X'snxg — (k-1) [ T 2snxdx = — (k-1) [ Ty2sinx dx. 1l vient donc:
[O"xksmxdx T — k(k=1) [ T25in x dx. On dédit de 13, par réaurrence, que [Onxks'nx dx est lavaleur en Tt

d'un polynéme a oefficients entiers de degré k. Comme [ lekf(x)dx =¥ [0” x‘sin x dx, on en dédit que, si TTest

rationnel, égal é% alors [ lekf(x)dx s éait comme une fradtion d entiers ayant a* pour dénominateur. Comme

P.™ est un polynéme de degré n & mefficients entiers, on en déduit que [ 01Pn(”)(x) f(X)dx s éait sous la forme
d’une fraction d’ entiers ayant a" pour dénominateur. Prenant en compte le fait que le maximum de I application x
> x(1-x) sur [0, 1] est % et que [f™(x)] = ", on obtient alors : A = |Br [ 01Pn(x) f(”)(x)dxl =@ [ Oan(x) f(")(x)dxl

n (1 ") - S SN a'l _n_ 1l - el AT
<a 7[0 [P0 f () |dx = o ,[0 (x(19)"|f "9 |dx < o 4nn” = 0a [ LA site de terme général a0
tendant vers 0 quand n tend vers I'infini, i en et de méme de A, Comme [Oan(“)(x)f(x)dx = (-

1)" [ Oan(x)f(”)(x)dx, on a e particulier [ 01P2m<2m>(x) f(x)dx [ OlPZm(x)f(zm)(x)dx = [ 01 ™ (x(1%))*"sin x dx > 0
et donc Ao # O pour tout entier m. 11 en résulte que Ttest irrationnel.

Probléme 44

(kD)X 2kHD)iX (kD)X —(2k-Dix
1.2 On peut utiiser les formules df Euler (2D — Sn(2k-D)x = e = _& == -1

2i 2 2
kix 2k|x X
[eZKIX(eIX —|><) + —2<|X(é —IX)] =2 ez 2 é >

b) Pour m= 0, on asin(2mt+1)x = sinx et donc Fy(x) = 1. Supposons que la propriété soit vraie pour m = k-1;
on a dors, pour m= k : sin(2k+1)x = sin(2k-1)x + 2 sin x cos 2kx = sin x F(sin’x) + 2 sin x cos [k(2X)] = sin x Fc
1(Sin’x) + 2 sinx Ty(cos 2x) = sin x (Fey(Sin?X) + 2T(2sin’x-1)). Les polyndmes Fy_, et T, étant respedivement
de degré k—1 et k, le polyndme F(X) = Fk 1(X) + 2T(2X-1) est de degré k, et on a: sin(2k+1)x = sin x F(Sin’X).

=2 cos 2kx sin x.

_ T T .21 . mit
c)Pour k=1, ..., mon a0<2rrr+1< > et donc 0 < S|n2m+1 <$1n2m_|r1 < .. <Sn2rrr+1< 1. On a donc
sin 2m+1—D .
F,=8in> krt__ % )2rrr+1D: Sn kit =0pourk=1,2 m, les m zé&os sn? étant digoints;
P oMl . ki . ko y S My 2m+1 Sonts;
sSn—— sin
2m+1 2m+1

m m
A 4 = _gin? kTt |]: M Tt - D: .-
comme F, est un polyndme de degré m, on a Fy(X) Kkljl% SN oman- Y Kkljl %n 2m+1 X0 ¢

m m m

m X [Lgr X 0 : —k* M 1=K* - par a

1) K|'|sm2 1|j| k[ K UEi s D.Onaenoutre.Fm(O) K |j1 K* ; par aill eurs
k1D sn ﬁD k—lD s|n2 10 k=1

en faisant tendre x 0 ]0, T/2[ vers O dans I'égalité F(sin’x) = ﬂsszlL on obtient F(0) = 2m+1. Il vient

m
: ) _ X O (L gn—X_f (502 —X%
findement : F(X) = (2m+1) k|j1[i K DOnaalors snx= sn%Zrml,ZwlD ol m(sin 2rrr+1)
= sin
O 2m+10]

m O 85l
:(Zwl)anW);lﬂ% ZT;D

<10 S o]




2.a) Pour x=0onaé>1;pourt=0il vient donc [Otexdxz [ot 1ck, soit €-1>t ou € > 1+t. De méme, pour x

<0, ona€<1;pourt<O, il vient [ 0 ghdx < [ 0 10k soit 1-€' < —t ou € = 1+t. Si 1+t > 0, en divisant I'inégalité

L . 1 1 u 1 . u
f(1+ ] <— < +—=—> =—
précélente par €(1+t), on obtient n eloue’< e Siu<lonal - 14 0 et, en faisant t Y
dans I'inégalité précélente, il vient e/ < 1-u.
b) Ona: 2w Y™ = 1,0y € < Moy (1-v). Comme €2V > 1 -3 oy — 1 il vient: 1 -3 qy 1Eu

< Myou (AU ; comme 1u < € ona [y (1) < Myou € = = e < 1: d'ou les inégalités demandées.

_ 1 S 1 . .
Comme Y u=0,0nal+y u>0, etdonc e%un" < . L’inégalité [] (1-u) <-———— qui enrésulte
utu ugu T+3ugu udu 43 oy u
séaitencore 1 — [ (1-u) 212& Par alleursI'inégalité 1 — 5 —— 1 < [1@Awséaitl-[](Auws >
uou +2you U uou uou uou uou

u , 2uu U
— — <1 - <

— On afinalement : <1-MAws Y — 1—u

1 1+ZuDU u uou ugu
3.@)Pour0O<x<monal<u<1;pourxasezprochede 0 dans]0, 1] on a } q<k<mUx < 1 €t il vient donc

2 1ckem U U sinx
T <1 —[liakem (@) < z]sksml__ﬁk- Comme on a (g (1) =———————

, I'encadrement
1+ 1cjem Uk (2m+1)sin

2m+1
demandé est établi.

b) Au voisinage de O dans |0, 1q, on aM O Y 1kem U O X2 Y 1<kem o1 0 et de méme

142 1ckem U %
2m+1)sin 2]
o1 _snx
zl<k_m1_u 0 YigemU 0% Tgem KTt E Par ailleurs, il vient: 1 — , 1sn-x =
%Zrml)sm P[] (2m+1)sin Sl
X ox X ng_x 200
@ml)sino -z —snx  (2mH]) m e 6(2m+1)3+0(x3)D% g
O X DG (2m+1) El[xz En divisant
(2m+1)sin ol
u .
la double inégdité Zrckem Uk <1- S x zl<k_m par X% et en faisant tendre x vers 0, on
13 1ckem Ue (2m)sin 2= -
. _ B 1 1 1 1 N D Aalis &
obtient donc: ¥ 1qem —— = % < 6%_(2m+1)%s 3 1<kem D—ZWDSH = [ Dou Iégalité
% 2m+1[] % 2m+1[]
= 3—1 E i . l — 1 IE =
demandee: % (2m+1)2D Y 1<kem oDy —— [l vient donc: 6 Y 1<keN D) T O
% 2m+1[] % 2m+1[]
1 O 1
Bame)? * 2\iskem om+1)sin =<1 g
% 2m+15
. ko 1 1 _1
©) On a (2m+)sing * = = (2m+ 1)2 = e = 265 40U S D—_ = g < Snerdkem (317 = 4
%Zrml)sm
2m+1[]
¥ Nt 1<kem % Ry 1 vient ains %—ZK@N L 1 E_ 6(2m+1) RN . En faisant tendre m vers
H %Zml-l)sn Zml-lDE
o Ny 1R Dl 10
I'infini, on obtlentdabord.EB Y 1<keN 22T 4 En faisant tendre N vers['infini, il vient ensuite Yot el 22 [

<0, soit szl% =%.



Probléme 45

. 1. Larelation a®™ =, 1 s éait encore [a],*™ = [1],.. Dans le groupe multiplicatif U,, pour tout X, on ax*@4Y" =

x*® =11],,. Pour tout a O Z tel que PGcD(a, n) = 1, on a[a], O U, et donc [a]*™ = [1]...

2. Pourn>2,0onan-1> 1. Commen —(n-1) = 1, le théoréme de Bézout montre que PGCD(N-1, n) = 1, en sorte
que [n-1],, O U,. (On peut observer auss que [(n-1)7], = [n>~2n+1], = [1]., ce qui montre que [n-1], est son
propreinverse dans Z/nZ.) On adonc [n-1], # [1], et U, O { [1],, [=1], }. Par suite d(n) = Card U, = 2.

II. 1. L’entier de dhiffrement c étant premier avec ¢(n), d’apres le théoréme de Bézout il existe dy, ky O Z tels
que cdy + koo (n) = 1. Lesautres olutions (d, k) de I’ équation cd + k¢ (n) = 1 sont alors les couples (dy+£¢(n), ko—
£c), ou ¢ O Z. Soit £* le plus petit entier £ tel que dy+£d(n) > 0: on adonc dy+(£*~1)$(n) < O, ce qui entraine
do+£* o (n) < d(n). Un couple (¢(n), K) ne peut étre solution de I'équation cd + kd(n) = 1 : I'entier cdp(n) + kd(n),
qui s éait (c+k)d(n), est en effet nul ou multiple non rul de ¢(n) ; comme n = pg, avecp, q premiers distincts = 2,
onan =6, et donc ¢(n) = 2. Il vient donc 0 < dy+£*P(n) < d(n). On pose dors o(1) =d = dy+£*P(n). On a: cd
Zpm €d + (ko—~£*C)p(n) = c(dot£* 9 () + (ko—¢*C)9(n) = cdo + kod(n) = 1.

2.a) Soitk 0 Z tel quecd + kd(n) = 1. Comme a est ar chiffres au plus et n = pq avecp et q premiers a plus de
r chiffres, on aPGeb(a, n) = 1, en sorte que a’™ =, 1. 1l vient donc : b° =, (&9% =, a™ =, a®(a?™)* =, & O =

a

b) Comme a O [0, n[, il suffit & D de cdculer I'entier x O [0, n[ tel que b? =, x: on a dors a = x. Comme D
conralt | entier d, cette opération de dédhiffrement est possble.

Probleme 46

I. Soitq#p. Ona: %:%snpﬂ OC &7 ; par suite, puisque I'erreur €, tend vers 0, sslonque g <p ou g > p,
n n

le rapport % tend vers 0 ou vers +o et n"admet donc pas de limite finie non nulle : g ne peut pas étre un ordre
n

de convergencede la suite (X,)non-

II. 1. Lasuite (X,)non convergeait vers a, il en est de méme de (Br)now €t (Yn)now ; cOmme f* et f” sont continues,

ainsi que la fonction veleur absolue, ona _fim ng((\g)])g Eg;((?)g On a done d'une part &y, O DZl: (O()E

€n€n_1 D]!—lDK ens”t et dautre part £, 0K g,° 0K (Kep”)° = KH*Pg,, P ? Par site on a L@ Oy

DZf (o0 [2f’ (O()D
K" etp+1=p?etdoncK = %g’p avecp® —p — 1= 0. La solution positive de cdte éuation est @ =
1++/5
>
_Ens Cn€n€n1 _ €1 _ — |—ﬁn— ﬂ"p |—]£n H]J(p_ -
2.8 Onayn, == 25 CnEnEny Cs“*ll cn Uq, an 1D =c, "G, o] =Chyn Yo

b) Pour n 0 N¥, 0N a: Uney = IN(Yie) = IN(G) — In(yn) =V, —(—t Uy POSONS k = —i et faisons n = 1 il vient u, =

0 .
v; + kuy. L'égaitéu, = D-lmlul +S, = K"y, + S, est donc vérifiéepour n = 2 pusque S, = Z vm_lﬂlm: Vi.

U o U ol
Supposons qu'on ait I egallte Uy = K™ u1 + S, ; il vient dors: Uy = Vi + kup = vy + k(K™ Uy + Sh) =K'uy + (kS +
n-2 -1
Vo) = KU+ Y Voo lk +vn K'u, + ZanIé + v, =K'u, + ZV,Hk‘ K'u; + Syq. Onadonc u, = K™ tu, + S, =
i=0 =1 j=0

E—i%_lul + S, pour tout n = 2. Comme @ > 1, nIim E— H u, =0, et, par suite, (Yn)now = (eXp(upn))non cOnverge

vers une limite non rulle si et seulement si (u,)non converge, et donc si et seulement si la suite (S,) s> Converge.



c)Onavu ge nhinoo ngf((\g‘:)%: Bzf’:,((?)g; la ontinuité de la fonction logarithme entraine dors que nIlinoo Vi =

In %E O a dairement : S, = Viy + kv o + Kvis + .. + K71 = (Vg V) + k(Vop —V) + (Vo —V) + ...

2y, — T S

+ K4(vy v)+v(1+k+k2+...+I<'F2).Leterrnev(1+k+k2+...+k'F2)tendversvl_k V14_1 V(p+1
¢

cp2 (pln Eé%(—%% Il reste amontrer que le terme (Vn_g —V) + k(Vnp — V) + K(Vng —V) + ... + K™ 4(v; — V) tend

vers 0 quand n tend verslinfini. Soit € > 0 ; soit M un mgjorant de { v —v|/ k 0 N* } et soit desentiersmet n >
m+3. Ona: (Vg —V) + k(Vao —V) + (Vg —V) + ... + K72V = V)| = [(Veer = V) + k(Vnp — V) + .o + K"(Vpgom —
V) + K™ (Vomo = V) + .o+ Ky — V)I < Vot =V + KlIViez =V + oo+ K™ Woezm = VI + K™ Nz =V + .. +
K™Vt = V] < Voot =V + [KlVn_2 —v| + oo+ K" Vetm =V + M(K™ + ...+ [K™P). Comme K| < 1, il existe mtel

que K™ + ... + [+ z K[ <— il vient ansi : [(Vh_g —V) + k(Vao — V) + K(Vag —V) + ... + K™2(v; —
i=mt+1
V)| < Vo1 =V + [KIVe—2 =V + ... + K" Vne1em — VI + —. L’entier m étant ainsi fixé, comme lim v, = v, il existe un
n— o
3
2L+ K+ ... + K™

entier ng = m+3 tel que, S n=ng, alors V1 m—Vv| < ; ona dors, pour n = ng,

€
21+ |k + ... + K

Vo1 = V] + [KlIVa2 =] + ... + [K"Vn-1-m — V] <

m)(1+||<|+...+|k|")=§.

1l vient donc : [(vey —v) + k(viz —V) + KB(Vag—V) + ... + K~2(v; —V)| < &. Findlement, ona lim , = In 07 (@ 0
noo Qf (G)D

LIPS FI+1_ = - 1”((12|]~/¢
.D'ou: nI|£noc 6.9 nI|m Vo = e<p( I|m un) exp( I|m Sn) C2F (@0

Probléme 47

1. a) Soita + b\/l_O c+ d\/TOD [1;onadors(a+ b\/l_O)(c+ d\/l_O) O R%. Enoutre, il vient : (a+ b\/l_O)(c+
th/10) = (ac + 100d) + (ad + bc)\/10. Par suite, (a + bn/10)(c + ch/10) O [].
b) Ona @ effet : 12* 3\/10_ (12+3J10(1/10-2) _6+6\10_ L +~100 1.

2+4/10  (2++/101/10-2) 6
m+m/10 _ (m+m/10(1/10—3) _ (10n—3m) + (m—3nn/10 _ ~ (10— am) + (m— 310
3+4/10  (3++/10(/10-3) 10-9
2. S x est insécdle, il N'y arien a démontrer. Supposons x secale ; pour tous 'y, z 0 M\U tels que x = yzon a
fO) = fy)f(@ > f(y) puisgue f(2) > 1, en sorte que I’ensemble d entiers { f(y) / y O M\U et divise x } est fini.
Soit y; 0 M\U un diviseur de x tel que f(yz) soit minimal. Alorsy, est insécale, car sinon il existerait s, t 0 M\U
telsquey, = st et I'on aurait f(y,) > f(s) avecs diviseur de x (puisque x = yz = (st)z = §(t2)), en contradiction avec
la ondition de minimalité vérifieepar y;. Posons x = y;x;. Si x; est insécale, la démonstration est achevée; sinon,
il existey,, x, 0 M\U, avecys, insécdle d f(y,) minimal, tels que x; = yox, en sorte que I’on ax = y %, avecl <

__ [ f(X)
fla) < Flya). @t done 1< f0o) =70 e on <70y

ViV .. Vi avecl < f(x) < ?(ﬂy)%k La magjoration précélente montre que I'itération s arréte nécessairement. Si, a

cemoment-13, onax =yiys ... Ym-1Xm-1, 1€ NOMbre x,,_; est insécale, et ladémonstration est terminée

3. Onawvu que (a+ b\10)(c + ch/10) = (ac + 10bd) + (ad + bc)\[10. 11 vient donc : d((a + ;\/10)(c + ch/10)) =
®((ac + 100d) + (ad + bc/10) = [(ac + 10bd)? — 1Qad + be)?| = [a%c? + 100°d? + 20abed — 1Qa2d? + b’c? +
2abed)| = [a2(c — 10P) — 104 — 10| = (2 — 10)(* - 10D)| = d(a + b\10)d(c + h/10). Si d(a + /10)

c) Il vient :

5. Enitérant I’ opération, on obtient des expressgons du type x =



=la® - 10 =1,0n a::b\/_dll(g: (m* a‘zlf))i%b‘z 10 _ m+ m/10)[a —b\/10] 0 7, en sorte que a + b/10

est une unité de []. Inversement, si le nombre a + b\/ﬂ) est une unité de [, il divise 1, et il existe donc ¢ + d\/ﬂ)
0 tel que (a + by\10)(c + ch/10) = 1. Puisque ¢(1) = 1, il vient ¢((a + b\/10)(c + ch/10)) = d(a + b\/10)p(c +
d\/f)) =1, etonadonc: ¢(a+ b\/f)) :¢(c+d\/ﬂ)) =1

4. SiI'on avait 4 /10 = (a+ b\/10)(c + ch/10) on aurait (4 £~/10) = 6 = d(a + b\/10)d(c + ch/10), avecd(a
+ b\10), d(c + ch/10) = 2, et donc a — 10b® serait égal & +2 ou +3, en sorte qu on aurait a2 = 100° + 2 ou & =
10b% + 3, a® s éaivant donc sous laforme5k+ 2. Orsia=5¢ +r,our =1 ou 2 il vient a® = 25¢* + r> + 10¢r ;
comme r? = 1 ou 4, & s écrit bien sous la forme 5k + 1, en contradiction avec cequi précéde. Les nombres 4 + \/ﬂ)
et 4 —\/ﬂ) sont donc insécdles dans []. On démontre de méme que 2 et 3 sont insécales. L’ égalité triviae (4 +

\/ﬂ))(ﬁf —\/ﬂ)) =6 =2 x 3montre dors que, dans[], il existe deux déampositions distinctes du nombre 6 en un
produit de nombres insécdles.

Probleme 48

1. Sir, est pair, dorsil en est de méme de 5r,, et I'entier 5r,+1 est impair ; comme rp,, est de laforme (5r,+1) —
16k, aveck O N, rp., est impair. De méme, s r, est impair, aorsil en est de méme de 5r,, et I'entier 5r+1 est
pair ; commer,, est delaforme (5r,+1) — 16k, aveck O N, rp,,; est pair.

2.0n a d'abord Mod(sy; 16) = Mod(1; 16) = 1 = r,. Supposons que I'on a: r, = Mod(s,; 16). Il vient:
Mod(s:+1; 16) = Mod(5s,+1; 16) = Mod(5Mod(s,; 16)+1 ; 16) = Mod(5r,+1 ; 16) = ry.q, CQFD.

3. Pourn=0o0nal+5+5%+..+5"=1=s, Supposonsquel’ona: s, =1+5+5%+ ... +5"; il vient: 5,1 =
5s+1=5(1+5+5%+.. +5")+1=1+5+52+5+ ... + 5" cqrp.

4.0nar;=r;s et seulementsi (L+5+5°+ ... +5%) —(1+5+ 5"+ ... + 5) = 0mod 16 Comme (1 + 5 + 5

+ .. +5) —@1+5+5+ ... +5)=5"+  +59=5"1+5+ . +57%)=5"1""=

seulement i 5 — 1est divisblepar 4 x 16.Ona: 5 — 1= (1+4) — 1= 4C11 + 42CJ2 mod 4 x 16. I vient : 4CJ:L +
4CP = 4(Cl + 4CP) = 4G + 4i(-1)/2) = 4(1 + 2(-1)). Comme 1 + 2(-1) est impair, I'entier 4C]" + 4°C7 est
divishble par 4 x 165 et seulement s j et divisible par 16 : on en déduit que les 16 premiéresvaleursrg, rq, ..., 15
sont distinctes (et donc que{ rq, r4, ..., r1i5} ={0,1, ...,15}), et que, pour touti O { 0, 1, ..., 15 } et pour tout
entierk=1,0na: rig=ri.

5. Les giites correspondant a ro = 0, 1, 2, 3 montrent que chaaune s obtient a partir des autres par une
permutation circulaire. Ains obtient-on, a partir de la suite @rrespondant ary = 3, la suite démarrant par ro = 4 :
3,0,1,6,1512 13, 2,11, 8,9,14,7,4,5,10 - 4,5,10, 3,0, 1, 6, 15, 12,13, 2, 11, 8, 9, 14, 7. On aurait eu
deméme: 2, 11,8,9,14,7,4,5,10,3,0,1, 6,15, 12,13 - 4,5,10,3,0, 1, 6, 15, 12,13, 2, 11, 8,9, 14, 7. De
fagon générale, soit rg, 1y, ..., I'15 la suite obtenue pour une cetaine valeur de ro. Si I’on part de py = rj, ou j < 15,
on aura p; = Mod(5pg+1 ; 16) = Mod(5r+1; 16) = rj.q, €, tant que j+k < 15, on aura Py, = Mod(5pi+1 ; 16) =
Mod(5rjuctl; 16) = rjuwqg. Lorsque j+k = 15, c'est-a-dire pour k = 15 —j, on a pxy = Mod(5pt+1; 16) =
Mod(5rjut1; 16) = Mod(5ris+1 ; 16) = i = rg ; On montre de méme que I'on a Pysz = Iy, ..., P15 = 1 : lo, I1,
vy Fjey Ty vy Fis = Ty woy Tag oy Ty oy T

Probléme 49
1.8 S fO¢, f estladérivéede F O ¢ définie sur | par : F(x) = [OX f(t)dt. Onadoncc O 0.
b) F est dérivable en tout point de ]0, 1] ; on a en outre: |im F-FO) _ lim xcostD— 0, et donc

X - 0 x=0 X - 0, QD_
'(0) = O ') = 30§20 aopicati M
F'(0)=0,desorteque FO 2 (et F O2'). Pour x>0, F'(X) = 2x COSBD+ SmBD L' application X > smBDn a

on asinDl—D= 1. Par suite,

pas de limite en O pusque pour u, = B
n

1
n+3

(Dt on asinDl—nEl= 0 et, pour v, = 1

F' n'est pas continue en 0, etdoncF' 0 C. Onaans c 0O 7.



2.0nad(l)={0} O{1,+w}: ¢(l) n"est donc pas connexe. Par suite, ¢ 0 7.
3.8 Pour x>0o0naG (x) = %x+ XZD'_%XF,D_D_ 2xexpD_D_ Z%apgﬁé%

G'(0) = 0 = h(0) — 2k(0). Il en résulte que k = iGTh; h étant continue pour x > 0 et continue en O (puisque

[h(X)| = 2x tend vers 0 en X), onah [0 £ et donc h O ¢'. Par suite, k 0 &' comme mmbinaison linéare d’ ééments
de?'.

b) On démontre de méme que £ 0 ©'. Si ¥’ était une dgébre, on aurait ¢ = k2 0 . Or ¢ O ¥ d'aprés la
guestion 2.

= h(x) — 2k(x), avec e outre

Probléme 50

1LaSitO{s f(9} onat=s(etf(t)=f(9) out=f(s) et f(t)=f(9)=setdonc{s f(9}={t f(t)}
D’ou lerésultat.

b) SiCard{ s, f(s)} =2 pour tout s(0 S alors Card S= 2n, ou n est le nombre de paires { s, f(s) } distinctes et
donc digointes. Donc pour au moinsunsO S Card { s, f(9) } =1, autrement dit f(s) = s.

C) Dz’aprés ce qui précéle, I'involution f possde un point fixe (X, y, y), pour lequel ona: p = X° + 4y* = X +
(2y)".

2. @) Soit o I'unique point fixe de ¢. Alors Card S{ o } est pair, et donc Card Sest impair.

b) Il suffit de montrer que les égalités x = y — z d'une part et x = 2y d'autre part ne peuvent pas < produire dans
S Or d'unepart s x =y —zalors X* + 4yz = (y + z)?, nombre non premier, et d’ autre part si x = 2y alors x* + 4yz =
4y(y + 2), nombre non premier.

c) Posons o(x, y, 2 = (X, y,Z). Si(x,y,2 0S, X?+4y'Z = (x+ 22> + 4zly —x —2) = p; comme X =X+ 2z=
X+2y >2y,ona(X,y,Z2)0S,edX,y,Z2)=X -2, X -y +Z,y)=X+22—-22,X+22—2+y—-X -2
D=(%Y,2.S5 (XY, 0SS, X2+4y'Z = (2y—X)*+4y(x—y+2) =p;commey —Z =y —(X—y+2) = (2y —X)
—72=X —z2<X =2y—z=2y —z<2y,ona(X,y,Z)0S, e ¢(X,y,Z)=(2y - X,y, X -y +Z)=(2y -
(=X, Y, 2y =X=y+X=y+2) = (X%, ¥, 2. S (X, ¥, 2 0 S, X?+4y'Z = (x— 4)* + 4(x -y + 2y = p ; comme X
=X—-2=(X-y+2-y—-z=y -7 —y<y —-Z,ona(X,y,Z)0S,etd(X,y,Z)=(X +2Z,Z,y —X —2Z)
Z(X—2y+2y,y, X—=y+z2—Xx+2y—-y) =(X Y, 2. Puisque S;nS; = 0, s ¢(s) =sdorss 0 S; et I'équation du
point fixe S éait : Xx=2y —X, y=y,z=y—X+2z X +4yz=4k + 1, soit x =y et y(4z +y) = 4k + 1 ; comme p est
premier, y = 1, et donc z=k. Ains ¢ admet (1, 1, k) pour unique point fixe €, par suite, Card S est impair : le
théoréme de Girard-Fermat est démontré.

Probleme 51

1. 8) Par une réaurrenceimmédiate, il démule de la majoration [[AB]| < [[AllIBII que, quelle que soit B O My(R), et
pour tout k O N, on a ||BY| < |IB|I*. En particulier, en prenant B = | — A, on obtient ||(I —A)%| < |I(I = A)|[. Comme
Il —Al| < 1, la série numérique de terme général ||l — Al[ converge, et il en est donc de méme de la série de terme
général ||(I — A)||. La série de matrices de terme général (I — A)* est donc absolument convergente, et, par suite,
converge.

N+1
b)Ona: Sy—AS\ = Z(I — A —Az(l —AK= zl(l —A) - ZA(I—A) Z(I —A = S (1 -AF -1 =
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Sw+1 — . En passant alalimite dans I’ égalité obtenue, onaS—AS=S—1, o0 S= z (I —=A)* 1l en résulte que AS

k=0
[o0]

=1 : Aest donc inversible & admet pour inverse S= 3 (1 —A)~.
k=0

2.0na: |JAB —I|| = JAB -A)| < IAY |IB - Al| < 1. D’aprés le résultat de la question 1, la matrice A™'B est

inversible, et il en est donc de méme de B = A(A™B). Ainsi, quelle que soit A [0 GL,(R), GL,(R) contient la boule



ouverte de ceitre A et de rayon i Al_ ok les matrices inversibles forment donc un ouvert de Mp(R) (muni de la

norme || |]).

Probleme 52

1.0na z CRX(L™ = (x + (1%)" = 1, d'0dl F(X)-Bo(F)(X) = z ch X1 —x)”%*(x) - fEKDD Comme{ k O
k=0 k=0

N/O<ks<n} =K'OK, avecK'nK™ =, il vient: f(x) —=Bu()() = 3 Cp xk(l —X)"*LF(x) — f (L1, zck
kOK* % [t kDK‘n

X1 -9 0o - (BIE5*+ 57 onadors: s 3 Cavt —0™Hw - EH<E 5 cia -0
kOK™ kOK™

€ n k n—k
<5 3 Cn A==
k=0

2.8 Lav.a X; + ... + X, étant binomiale de paramétres n et x, on a: P(|>D(—x| 20) = YPX +..+X,=K=

kOK*
5 (1 —x™
kOK™*
b) On a P(X — x| = &) = P(X — E(X)| = 3) < J%Q 4152 Comme H(x) - fﬂf[ﬂk oM, il vient: 3] <

2M S C, xk(l —x)"* <M Pourn asezgrand, on adonc |[Y*| < E’ et il vient |f(X) —Ba(H)I < |37 + |27 <

2"
kOK* 2n8
% %— g, pour tout x O | : B,(f) converge uniformément vers f sur |.

Probleme 53

2
1.a)||vient:[x2+gx+)\]2:cxx2+[3x+ya x4+ax3+%+2)\%<2+)\ax+)\2:ax2+ﬁx+yc> X+ ad +

2 2 2
%+2}\—a%€+()\a—8)x+()\2—y). Onaansiaz+2)\—a:b, Aa—B:c,)\Z—y:detdonca:%+2A—b,
B=Aa—c, y=A>—d.

b)Si[32:40(\/10”&3GX2+BX+V=G%<2+‘EXE+V=O( -2%% j‘%+y 0(% —B—@ Il vient dlors: x* + ax®

+be+cx+d=0 < +25+2\B_q +—&E:O. Une fadorisation standard dans R[x] si a = 0, dans C[X]
2 U 2a[]

sinon, conduit alors arésoudre dans € le produit de deux éguations du second degré, ceque I’ on sait faire.
c)Ona:p?=4ay = (A\a—c)®= (@ + 8\ — )(A\° —d) = a’A\%>— 2ach + ¢ = 8\° + (a® — 4)A° — &\ + (4b —
a’)d = 8\%— 4\? + 2(ac — A\ + (4b —a®)d —c? = 0. En régle générale, trouver A revient ainsi & résoudre une
équation du 3 degré.

2.Onaicia=1, b:%, c=-1,d=1. L’ équation en A est donc : 8\* — 2\2 — 10\ = 0. On peut prendre A = 0, et il

2
vientalorsor:az—b:—l,Bz—(::l,ensortequel’ona:x“+x3+%x2—x+1:%2+%lx+)\%—c>(%<+-[3—E
= E _ B_Oy_iB=0Qesliyy 1+i 0= 1-i@,i,..0

%2+2XD+4(X 2= %‘2+2XD X IE = T X T x i g gt
1+ig 1 L -z, 9 1+|@ 9 N2 o N2 A
%+—4 078 |D—%<+—4 D+8 70 8DEnobservantque(l i) =-2et (L+i)°=2ion

o 1, _ 1-i_9(-2) 1+|@ () [ J_lm
obt|enta|ns.x+x3+2X X+1‘%+4D 16 4 16 0 % O



%+1;i+3(14—i)%+12i_3(1+i)%+1+i+3(1+i)%: %_17—%)“_ & —i))%—lTHEX+ (1 + i),

Lesradnes de |’ éguation sont donc —(1 i), &= 1+' ,—(1+1).

Remarque. Si, pour solution de I'équation 8\*> — 212 — 10\ = 0, on avait prisA = 5 on aurait obtenu a = %1 + %’
1.9 _9 ! 2_ _B_g 2_2 B
-5 4etB 1=7,etdonc: X +2x+ A" —a =+ x+5] 4 ZD = (¢ —x+ )(x2+

2+ 2) Les equatlons du second degré arésoudre sont ici a coeffluents réds, cequi fadlite le travail ; il vient :
X+__ H{ 207 4 H{ _I% = IEEtXZ+2X+2 (x+1)*+ 1= (x+ (1 -i))(x + (1 +1i)). On retrouve

les radnes déja obtenues.

Probléme 54
4+ 2 AQE
»_ 2 BE? _ L 2BM?_9BC® _9AB*+AC*_94+RS"_9 [3 ~[o9
1. On a successvement : BX“ = BC BDZ - BC BD’ - 4BD? - 4 ABZ_AD? - 44-AS "2 1. g4
4-15AQF

1,02 1, 1 .,\p2_pe? 1, _ron 101 Lo _om 40-0_4
4+35AQ 9+4AQ_9+4(AB BQ)_9+4(4 BQ)_lO 4TP2_10 4(OP2 OT) 40 %

4—%1AQ2 4—%1AQ2 4—%1(ABZ—BQ2) 4—%1(4—BQ2) 3+%1TP2 3+211(OP2—OT2) 12+ 4D

9]
_360-5_355
T 108+57 113
2.0n aiig 3,141593... > 1= 3,14159%... La valeur obtenue est donc gpprochée par exceés. Il vient : 0 <
355

113 —T1< 3,14159293 -3,14159265= 0,00000028= 2,8(10".

Probleme 55

1. Le point de cordonnées (1, 2) est sur C.

2. Supposons quey = 0 ; on a dors X* = 9. Montrons qu' un tel réd x est irrationnel. Si, en effet, on avait x :é

avec X et Y 0 N*, on aurait X> = 9Y° et, en rotant n et m (O N) les exposants de 3 dans la décomposition en
fadeurs premiers deX et de'Y, on aurait, d’ aprés I’ unicité de la décomposition, 3*" = 3**" et donc auss 3n =2 +
3m, cequi N'est pas posshle. On montre de méme que s (0, y) sont les coordonnées d'un point de C, alorsy [
Q. Laméme technique permet encore d’ établir que I’ équation 2x° = 9 ' a pas de solution rationnelle, en sorte que
C n'apas de point a mordonrées rationnelles sur la premiére bisedrice

3. En dérivant I'égalité x* + y° = 9 en x,, on obtient : xo? + Yo% o = 0. L’équation de la tangente T en (Xo, Yo), Soit
Y oX —%0) — (¥ —Yo) = 0, S éait encore Yoy o(X —Xo) — Yo (¥ —Yo) = O €t donc auss Xo°(x —Xo) + Yo'(y —Yo) =0
soit enfin : Xo2X + yo?y — 9= 0. En éaivant quey = #(9 —X°X), on obtient pour équation aux abscisses des points

0

d'intersedion de T avec C: yo> + (9 —x™X)® = 9y,°. Comme yo° = (vo°)* = (9 —Xx°)% ceite uation s éait
encore (9 —x)) ¢ + (9 — %)% — A9 —x,°)? = 0. En soustrayant |'égalité & zéo obtenue en faisant x = x, dans le
premier membre, on obtient alors : (9 —xo°)20¢ —Xo°) + (9 —xo*X)% — (9 —x°)* = 0. Il vient :

(9 =X)2(¢ = %) + (9 =%0%)% = (9 —%°)° = —AX —X0)°[(%® — Yo )X —Xo(Xo® + 2yo))].-

3 3
Par suite, T recupe C au point d'abscise x = ﬂ%’%@ ; I'ordonnée orrespondante et :
—J)o
2 Xo(XO +ZY ) Yofzxo +!0)

9 X) =
Z(XO)YXOY X" =Yoo X° —Yo



Les nombres X, €t Y étant rationnels, il en va de méme deﬂ&’—z)/ll XQ!M Par aill eurs, I’ éguation

Xo" —Yo X —Yo'
ﬂ;‘)’—fy—l = X, équivaut (puisque Xy # 0) ayy = 0, cequi n'est pas posshle : les points M et M’ sont distincts.

4. ) On examine I"hypothése de réaurrence « X, est pair et Y, et Z, sont impairs». Elle et vraie pour n = 0.
Supposons-la vraie pour n; alors Xnq = Xn(Xe2 + 2Y,) est pair, Yoa1 = — Yo(2X:2 + Y,2) est impair et il en est de
méme de Z.1 = Zo(X:> — Y5°) (puisque Yo, 2X.2 + Yy3, Z, et X2 — Y, sont impairs). Il en résulte en particulier

gu on atoujours X, # Y, en sorte que Z, # 0: le point M,, de cordonnées B(—”, %E&i donc hien défini.

b) On a bien B&@ m@ =23+ 1® = 9. Supposons que I'on ait : B(—% %% 9. Il vient dlors: o3 4

n+1

RSN Q(n(X +2Y )E E{n(ZX +Y )@ (Xa(Xo> + 2Y, )) —(Yn(ZX + Y. _ (X +Yy, )(X3—Y)

Zoad - 0 X3=Y2 0 0O X° O~ PEEAE X2 =Y3)°®
9. Les points M, sont donc sur C. On aXl—XO(XO +2Y0)—2(8+2) 20, Y, == Yo(2X° + Yo°) = 16+ 1) = —
17, lezo(Xo3—Y03):8—1:7etdoncx1—270, 1_—— Il vient alors X, = Xy(X.® + 2Y;®) = 20(8000 — 982

= 36520 Y, = — Y;(2X® + Y,°) = 17(16000 — 491B= 188479 Z, = Z,(X.® — Y,°) = 7(8000+ 4913 = 90391 et
36520 188479
90391 ' ~ 90391"

c) L’ exposant o étant non rul, on adans Z I égalité Xn.; = 2" (X2 (X273 + Y,3). L’ entier Y, éant impair,
cette égalité montre que I’ exposant de 2 dans la déamposition en fadeurs premiers de X,,; est a + 1. L' égalité

donc x, = —

% = %‘9 entraine que Zn.pXn = ZnXnsp ; OF Cétte derniére est imposshle puisque les exposants de 2 dans la
n n+p

déomposition en fadeurs premiers de Zn.pX, de ZnX,.p, €gaux respedivement a ceix relatifs a X, et Xn.p, sont
distincts. Par suite, les points M, et M., sont distincts, quels que soient n, p O N.

Probléme 56

1. Le wefficient de X (2 < k < 12) dans le développement du prodit de polyndmes
(PX + PX2 + PaX + paX*t + psX® + PeXO)( X + X7 + X + GaX* + X + eX°)

séaqit > pig; : il n'est donc pas autre dose que .

i+ =k
1€1736
X2 12 1
2. Onaici: (PQ)(X)—EE(X+XZ+X3+X4+X5+X6) X+ CAX)?= Y XSl vient ; =35 '3
k_
Ll 1 515 1, :ir Lo 1
181 4 121 5 91 6 361 7 61 8 361 9 91 10 121 11 181 12 36
12 12 X2
3.9 Puisque Y ry=1,0nar,=..=r;= 11 & donc Z X< = 1A+ + X'%. Comme par ailleurs on a
k=2

o 1
(PQX) = X*(pr + ... + pX) (A + ... +GeX°), il vient : (py + ... +PX) (U + .. +GeX7) =77 (1 + ... + X,

b) Les polyndmes p; + ... + peX° et g + ... + geX° étant de degré impair s annulent I'un et I'autre dans R. Par

11
ailleurs, comme 1 + ... + X' = % les radines complexes du polyndme 1 + ... + X*° sont les radnes onziémes
L 12
autre que 1 de I'unité : aucune n'est rédle. On ne peut donc pas avoir I'égalité P(X)Q(X) = 11 > X:lesdésne
j=2

peuvent pas étre truqués comme souhaité !

Probléme 57



l. Unealgébrerédlededimens’on 3.1 Soita, b,cl FRteIsquea+ bcos+csin=0.0na pourx=0,a+b=

> at+c= 0, en sorteque b =c =-a; pour x—— a+\T+\/_ =0, cequi entrame\/_Zb \/_20 -4,
et donc finalement a=b = ¢ = 0, CQFD. T; est le sous-espacevedoriel de #R) engendré par 1, cos, sin; par
suite, dm T3 = 3.

2. Pour toutx DR, ona:
2K = [ 02”¢(t)lp(x—t)dt = [02“ (a+bcost +csint)(d+ecos (xt) +f sin (x-t))dt = ad [ OZTTdt +

O;pourx—

be [02” costcos (x-t)dt + bf [ 02” costsin (x-t)dt + ce [Oznsintcos (x-t)dt + cf [Oznsjntsin(x—t)dt = 2mad +

Tibecos x + Tibfsin X + 1cesin x — 1efcos x = 2mad + 1i(be—f)cos x + T(bf+ce)sinx. On a ans ¢ip = ad + bez—cf
cos + bf;cesm O Ts.
3. Soit (a, b, ©), (d, e, f), (g, h, i) O R 1l vient o une part : [(a + bcos + csin)[{d + ecos + fsin)][{g + hcos + isin)
be—cfh B bf+ce be—cfi + bf+ceh
= (ad + bez_d\,os+ bfzcesm)E(g + hcos + isin) = adg + 2 > 2 cos + 2 > 2 sin. D’ autre part
ehHi ei+th . . _
ona: (a+ bcos + csin)(J(d + ecos + fsin)({g + hcos + isin)] = (a + bcos + csin)[{dg + 5 ¢os + 5 sin) =
I eh—f| _ elth eith + eh2—f| beh2—f| _ S8 ;fh bez—cfh _bf;cei
adg +fcos+fsm. On woit que I'on a > = > et
be2—<:fi + bf-;ceh be2—cfi + bf;ceh
> = > . L’ égdité atendue en résulte : lamultiplicaion interne est donc asciative. La

commutativité est évidente sur I’ expresson de ¢ [ip danslabase { 1, cos, sin}. Pour tout (a, b, ¢) OR3 ona: (a
+ b cos + ¢ sin)[{1 + 2cos) = a + bcos + csin. L' application 1 + 2cos est donc I’ élément unité de T,. Soit ¢ = a +
bcos + csin,  =d + ecos + fsin, § = g + hcos + isin; il vient : $[{YP + &) = (a + bcos + csin)J(d + ecos + fsin) +

(g + hcos + isin)] = (a + bcos + csn)(d + g) + (e + hycos + (f + i)sin] = a(d + g) + 2€FM =C(+D) o,

2
b(f +i) + c(e+ h) §n= (ad+ag)+ @e cf bh CIEL: f+ce bi +ch in = (ad + be—cfCOS + bf+ce
2 2 2 2
. bh—ci bi+ch ., _ . . . Coy
sin) + (ag + > cos + > sin) = (a + bcos + csin)({d + ecos + fsin) + (a + bcos + csin)[{g + hcos + isin) =

$Op + GLE. 1l vient ensuite : (a + bcos + csin)(JA(d + ecos + fsin)] = (a + bcos + csin){Ad + Aecos + Afsin) =
a(Ad) + b(he) 2—0()\1‘) cos + AT ;c()\e) sn = (Aa)d + ()‘b)ez—O\C)f cos + AP ; (Age 4

n = (Aa + Abcos +

Acsin) (g + heos + isin) = [A(a + boos + csin)]d + ecos + fsin) = A(ad + 2% cos + X2 % g = \[(a + beos

+ csin){d + ecos + fsin)]. La propriété de compatibilité des multiplications interne & externe et bien vérifiée
0-0 0+0

Enfin on a: 1[tos = (1 + Ocos + 0sin)[({0 + 1cos + Osin) = 0 + TCOS+ - sin = 0. Les applications 1 et cos

sont donc des diviseurs de 0 dans Ts.

. Algébres rédles de dimension impaire. 1. Soit x O T; pour tous 'y, z O R" et pour tous A, u O R, on a:
TAY + H2) = XQAY + U2 = XAY) + X(H2) = A(xy) + HO@) = AT(X)(Y) + () ; par suite, () O L(R").
Montrons maintenant que T est une goplication linédre de T dans L(R™). Soit x, x O T et A, A’ R ; pour tout y
OR"ona: TAX + A'X)(Y) = Ax+ A’X)y = AX)y + (A'X)y = A(xy) + X' (Xy) = AT(X)(y) + N’T(X)(y), CQFD. En
outre, pour tout y 00 R" on a: t(eu)(y) = (su)y = g(uy) = gy = ldrn(y), €t on adonc T(cu) = ldgn.

2. L’endomorphisme 1(X) est un automorphisme de R" si et seulement s t©(x) est injedif. Or I'algébre T ne
possdant pas de diviseurs de zé&o agauche, s x# 0, et s on at(x)(y) = 0, soit xy = O, il vient y = 0, CQFD. Par
suite, on adet 1(x) £ 0.

3. On adet (eldgn) = €". Ladimension n étant impaire, on a€" = €. D’ol det (eldgn) = €.



4. D' aprés le résultat de la question 11.2 et I"hypothése que y(t) # O pour tout t O [-1, 1], on &, pour tout t O [-1,
1], det (t(y(t)) # 0, soit w(t) Z 0.

5.0n a w = det o T oy. Par définition, y est une gplicaion continue de [-1, 1] dans T. En outre, T et une
application linédre de T dans R", espaces de dimension finie n : elle est donc continue. L’ application det étant elle
auss continue, il en résulte que west une gplicaion continue de [-1, 1] dansR. Or on a: w(€) = det (t(y(g)) =
det (t(eu)) = det (eldgn) = ¢, soit w(—1) = -1 et (1) = 1. L’ applicaion w étant continue, il existe donc ty 0 ]-1,
1] tel que w(ty) = 0, en contradiction avec le résultat obtenu a la question précédente. On en déduit que s une
algebre unitaire T n'a pas de diviseurs de zéo a gauche, et s n > 1, aors n est pair. En particulier, on ne peut
espérer munir R® d'une structure de @rps (méme non commutatif) compatible avec sa structure de R-espace
vedorigl.

Probléme 58

I. Unrésultat classqued’intégration approchée 1. Onaici f*' =2 €t [01 f(tdt = BEEJF -1- =0,333.. Comme

[BO 3
x =, ona B0 1= S et il vient : To(f) = 55 [(F(0) + F(D) + 2(f(US) + F(25) + [(315) + f(415)] =511+
2(0,04+0,16-+ 0,36 +064)] = 0,34 Onadonc: | T(f) - [ D f(ocy =034 -3 1%0

2.0naf' X =:—;x1’2, pour tout x (1[0, 1] et, pour x [01]0, 1], f"X) =Z Y2 Enrevanche, f' n 'est pas dérivable en
0 (et la dérivée f", définie sur ]0, 1], n'est pas bornée sur cet intervalle). On a: AI-Ol f(Hdt = %X‘W% =04 Il
vient par ailleurs: Ts(f) = %[1 + 2(f(0,2) + f(0,4) + f(0,6) + f(0,8))] = 0,4045449...La vaeur dédmale
approchée 8107 prés par excés de T(f) est donc 0,405, et cdle de | Ts(f) — ,[ab f(t)dtl est donc 511072,

II. Démonstration de (#). 1. Posonsu=t—-metv' =f'tf;onau =1et= f(t). Comme (uv)' v v, en
intégrant entre X,y et x; il vient (x =m)f(x) = (1 ~M)f(xo) = [X (E-m)f gt + [ X f()ct. Commex —m

== (ramm) =259 =008 onal, = D28 (1) + f00) - [5 FO= [X E-m)f ddt

2n’

2. Posonsu’ t-—-metv=f'tf;onau :§ (t—-m)% v ="(t). Enintégrant I'égalité (uv)' ='v+uv entre_; et

x il vient 2 =30 7y _ ¢ >¢_1)):Li+1 [ t=myF (e, et don:

202n [
_1 ar 1 1(x —a "
L=3 BB X frod-3 [X @-myrod=] M =2l (- m (et
n n .
Onaparailers: 3 L=y 28 (fe + F0) - 5 FoaF Z B2 (fx) + FONH- [ .2 Fyc =
i=1 S
i=1 i=1

BB [(0) + F06) + ..+ FO6) + (FO) + F0) + .. + Fxes) + FO] — [P FOck = To(r) — [P et
n

an O n

i : b - _ 1< 1 x [[h-a " M

vient donc: | To(f) - [ £ fody = E§1LIE < i§1|L,| < 2} ’m_l %9_(t_m)2%f 0 Id] <
i=1



X1 X1 M2n O

n [X, DL@ (t—m)zgt.Ona: [X| [I]LB (,[_m)zgt:m)—alﬁb—a_[’_ﬁ'{—mkﬁi _
-1

n
3
3_:%%2”% %DLE Il vientainsi : | To(f) — [ P fyat) < %z%mﬂﬁzuhﬂ corD.

On O 120°
i=1
Il . Amédliorations de (#). 1. On a: |Li| < N [)Zs It —mjdt = 2N m( —m)dt = N %?Znag 'Z'%?naﬁ Par

suite, on a: |Tn(f) - [ab f(t)dtl Ez LI§< Y Ll < ':1] %)n A, = (b;na)z N. Lorsque f(X) = x¥? pour x O [0,
1 i=1

1], onalf'(X)| :%\ﬁ( sg ; il vient donc |Tn(f) - [01 f(t)dtl s%. Pour n =5, I'erreur est magjoréepar 0,075,

2. D’ apres le résultat de la sedion I, question 1, on al; = Lx D]ljiaﬁ—(t —m)2§"(t)dt pour 1 <i<n.
2 |y, (M2n O

Pouri =1, soite O]a, X[. Posonsu' =t—-m, etv=f'(t);onau= % (t —my)? v = f"(t) ; en intégrant I’ égalité
(uv)' = Uuv + uv entre € et x; il vient: L Mﬁ(f(xl) — f'(€)) = Lu(e) + % [Exl (t —my)?f"(t)dt, ot Ly(e) =

202n O
[ le (t—my)f'(t)dt. Ona:

L© =5 B[ o5 [ 2 c-myrou=3 | * BEA--midroa

Comme I'intégrale [eXl f"(t)dt converge, il en est de méme de I'intégrale [Xl D]LB (t—ml)za‘"(t)dt

¢ W2n [J
(pu'sque M m,)? est borné sur [0, x;]). Par suite, lorsque & tend vers 0 dans 10, x,[, L,(g) a pour limite

no ¢

Ly = % ,’0X1 %Lﬁg—(t—ml)zﬁ"(t)dt. Pour tout i, 1 <i < n, il vient || < ;%ﬁm [ X |f"(t)|ct et donc

0~ [2 0 = 05 LE= 3 11 =B [ Do Lorsue 100 =% pour 110, 1, ona 9 =2
' O=1 O i=1 '

A/x; il vient donc [01 If"(t)]ct :get, par suite, |Tn(f) [ f(t)dtl SW Pour n = 5, I'erreur est majorée par

3

- 3
200° =7,500".

Probléme 59

1. 1l est clair d'abord que I application est & valeurs dans Q2. On a ensite :

o2, -1 __ 4t (t —1? _(?+1)?

@2+1D [P+ 10 (#+1)7° (t+1) (t2+1)2:1'

2

Comme———— 2 ne s annule que pour t = 0, cequi donne t2 -1 -1, le point de mordonrées (0, 1) n'est pas atteint

?+1 t°+1
par |'application éudiée Par suite, cette gplication prend bien ses valeurs dans I'ensemble indiqué. Montrons
2 _ 2 _
maintenant qu' elle est surjedive. En observant quey = :2 n i =t t-;i 1 2_ 1 —%, on est conduit, pour (x, y) O

Q%{ (0, 1) }, aposer t :1—iy: t est bien rationnel et I'on a



2 X
2t 1-y _ 2x(1-y) _ 2x(1-y) _ 2X

t2+1:Dx g+1_x2+(1—y)2_1—y2+(1—y)2_1+y+1—y=x;
1 -yl
P-1_. x_ X _
t2+1—1—t—1——x =1-(1-y)=y.
1-y

Remarque 1. Il est plus rapide de procéder ainsi. La droite passant par le point S (0, —1) et le point M(x, y) de

C{S} apour pente T = %1; les coordonnées de M exprimées en fonction de 1 sont alors les lutions du

systeme
HTX+y+1
O +y2:]_'
Ona: X +y* =X+ (1 -1 = (1 + 1% — 2ix + 1. Le systéme adonc pour (unique) solutionx:TZZIlety:
X 1= 2?1
?+1 ?+1
T
O
1 1 le 1 1
S
2t° 20 £+l _t*-1_

Ce paramétrage peut auss étre obtenu en observant que tx = et doncquetx — 1=

t+1 P+1 P+1 +1°
y. Inversement, s I’on désigne toujours par T la pente de la droite (SM), le paramétrage du corrigé d-desaus

s obtient en coupant le ceacle C par la droite (TM) perpendiculaire a(SM), dont la pente vaut donc —% etqu a
ains pour équationy — 1= —% X :onadoncbient = 1—iy
Remarque 2. L’injedivité de I'application étudiée est évidente d’ aprés I'interprétation géométrique. On peut voir

t?—1_ 2 2 _u-1 . ?-1_ -1
t2+1—1—t2+1>1—u2+1—u2+1.Ouencoreque,5|u¢tet2 == aors

t-1_uv-1_@E-H-*-1) - . :
kbl ((t2+ 1; —EU2+ 1)) A 1, cequi n'est pas posdble dans R (et donc dans Q).

auss que, s U° < t?, alors

2. d) Montrons d' abord que I' hypothése faite sur p, g, r entraine la non-constance des quotients p/r et g/r. Si, en
effet, p/r était constant, on aurait p=kr ol k 0 Q, et donc " = r" —p" = r"(1 —K"), soit (¢/r)" = 1 —K" ; on aurait
ains g =/r ou £ O Q, et donc, puisquep, q, r sont premiers entre aux dans leur ensemble, r O Q, cequi contredit
I"hypothése que p, g, r ne sont pas tous constants. Cela fait, siI'on avait r'q —rg’ = 0, on aurait (g/r)’ = 0 et donc
o/r constant : puisgue (p/r)" + (g/r)" = 1, il enirait de méme de p/r, contrairement al’ hypothése de non-constance.
Méme mnclusion si I'on avait p'r —pr’ = 0. SiI'on avait p'q—pgq’ = 0, on aurait (p/g)’ = 0 et il existerait donc k
0 Q tel que q = kp, en sorte qu' on aurait (p/r)" + (g/r)" = (p/r)"(1 + k") = 1, cequi contredit I’ hypothése de non-
constance

b) Il est clair que p(q'r —qr’) + q(r'p —rp’) + r(p'q —pa’) = O et que, de méme, p'(q'r —qr') + q(rp—rp) +
r'(p'q—pg) = 0. L’ensemble ¥ des lutions du systéme mnsidéré et un sous-espace vedoriel de Q(t)® de
dimension au moins égale a1 sur Q(t). L’ espaceimage de I'application linéare de Q(t)® dans Q(t)? définie par (x,
V, b (px+qy—rz p'x+qy—r'2 contient (p, p') et (g, q'), qui sont linéarement indépendants sur Q(t) (ou



Q[t]), puisque I’ existence d' une solution non ndle (A, 1) O Q[t] du systéme

H)\p+pq20 impliquerait que P q‘

OAp" +pg =0 P
=pq’ — p'q soit nul, cequi N'est pas le ca. Par suite, I'ensemble S des lutions est |a droite vedorielle de Q(t)*
contenant I'éément non rul (g'r —gr’, r'p—rp’, P'q+pq) : > ={ A(@r—qr',r'p-rp’,pP'q+pq) /A 0Q()

1 ={ é(q’r —qr’, r'p-rp’,Pqg+pq)/f,g0Q[t], gz 0etf=00u (f £ 0et f et g premiers entre aix) }.

c) L'égalité p" + g" — r" = 0 séait encore p(p™™) + q(@™™) — r(r"™) = 0. Par ailleurs, en dérivant cette méme
égalité, il vient (aprésdivision par n) : p'(p™) + q' (™) —r’(r"™™*) = 0. Onadonc (p"™ 7, g™ ™) O 3. Par suite,
il existe f, g 0 Q[t], non ruls et premiers entre aix, tels que p™* = é (gr—-oqr), gt = é (rp-rp), r"t= —é

(P'g-pqg). Commep, g, r sont premiers entre aux dans leur ensemble, on peut supposer quef = 1.

d) Ledegrédeq'r —qgr’ est au pluséga @/ — 1+ m= ¢ + m— 1; le degré de gp™* est au moins égal & (n — k.
L’ égdlité gp™* = g'r — gr’ implique donc quion ait (n — )k < £ + m— 1 Or, sous I'hypothése que k = ¢ > m,
lorsquen—-1=22ona(h—-NDk=22k=/+m>/¢+ m-— 1: lamgoration précélente et donc impossble.
L"argument utili sé vaut encore lorsque k, £, m sont ordonnés autrement. Par suite, I hypothése faite au début de la
guestion 2 est fause d le résultat annoncé et donc démontré.

Probleme 60

l.a)Siaestréd, ona: € =a - €cosy+igsny=a « €cosy=a Jesny=0 - y=km(ou kO Z) O€ =
(—1)ka.IIenréﬂjlteque,siazo,alorsLoga:D ;da<0,dorsLoga={Inja|+kmi/kOZimpair} ;s a>
0,dorsLoga ={Ina +kmi/ kO Z pair }.

b)Ona:&=a « €d'=pe® = &=p0=€ = x=InpOy=6+ 2kt (ot k O Z). Il vient donc : Log o =
{Inp+i(®+2km) /KO Z}.

c) Supposons que o O R} ; onalLoga ={ Ina + 2kni /k O Z } et donc [a]® = { &/ z0 Loga } ={ N+
Ay k0ZYy={ P kDZ}={ P /kOZ}. Onaparaileurs: Logi={ In1+i(Tv2 + 2km) / k
OZ)}={iw2+2km)/kOZ}.llvientdonc: [i]¥ ={ €/ z0OLogi} ={ ™*2V/kOzZ}={ "2/ k
0zZ%}={i}.

Il.a) Onaa —a=ibet (a —a)* = —b?, soit donc a? — 2aa + (a® + b?) = 0, CQFD.

b) Les nombres 2 et i sont algébriques : le premier vérifiex — 2= 0, le second x* + 1 = 0. Comme i n'est pas réd,
le théoréme de Gelfond-Schreider permet de mnclure que 2' est transcendant. De méme, le réd \/_2 est algébrique
(puisqu'il vérifie X2 — 2= 0), mais n’est pas rationnel (s I'on avait \/_2 = p/q, avecp et q entiers positifs premiers
entre aix, on aurait p> — 27 = 0 : p diviserait 2 et q diviserait 1, de sorte qu'on aurait p=1ou 2et q = 1, cequi
est incompatible avec I'égdité p/q = \/_2); par suite, d'apres le théoreme de Gelfond-Schreider, 2\/—2 est
transcendant.

c)Onalil? ={ e??/z0Logi}. CommeLogi={In1+i(mw2+2km) /kDZ}={i(w2+2kn)/kOZ},
on peut prendre z = ig. Il vient alors €2 = 20 = d" et on a donc € O [i]I?]. Comme i et —2i sont
algébriques (le seaond vérifiant x* + 4 = 0) et que —2i n'est pas réd, d aprés le théoréme de Gelfond-Schneider, €"
est transcendant.

d) Ona: [i]72V™ = { &2V%2/ 7 ] Log i }. Comme précédemment, on prend z = i I, ce qui donne; g 2VEi("2) =

V™% et on adonc @V [ ]2V, Comme i et 21163 sont algébriques (le second vérifiant X2 + 652 = 0) et

que—2i\/§3 n'est pas réd, d'aprés le théoréme de Gelfond-Schneider, €V est transcendant : ce n’est donc pas

un entier.

gOnay=d"V =" = (" = oP. D'gprés le théoréme de Gelfond-Schneider, si B est algébrique & non

rationnel, alorsy = af est transcendant, contrairement & I’ hypothése faite sur y. Par suite, B est soit transcendant,
Inr Inr

in 10Iorsquer O Q). Lorsque — = est rationnel, il existe

soit rationnel. 1l en est en particulier ains de log,or = In10

Inr

* _
p,qON telsqueIn 10°

+ g égdité qui s éait encore r*¥ = 10P. Il déaule de cete dgalité qu'il exisen 0 Z tel



Il 0= En d'autres termes, lorsque r 0 Q%
logio I est un entier relatif si r est une puissance de 10, et un nombre transcendant sinon.

quer =10"; inversement, si r = 10" avecn O Z, alorslogygr =

Probléme 61
eicrx+i0(y + e—iqx—icxy eiax—iqy+ e—iax+icxy . écxy + e—iqy E eiay + e—ioty
I.Ona: cos(ox + ay) + cos(ax —ay) = + =d% o =
2 2 2 2
emx +@ —iax em(y + e—my . . ) N
2 =2 cosox cosay. Le ca du cosinus hyperbolique se traite de maniére analogue.

2 2

1. @) Onaf(0 + 0) + f(0 — O = 2f(0)f(0), soit f(0) = f(0)? ou f(0)(f(0) — 1) = 0. Si f(0) = 0, on &, en prenant y = 0,
f(x) + f(x) = 2f(x)f(0) = 0 et donc f(x) = 0 pour tout x 0 R, cequi est exclu par hypothése. On adonc f(0) = 1. En
prenant x = 0, on a dorsf(y) + f(-y) = 2f(y), soit f(—y) = f(y), pour tout y O R : f est donc paire.

2

b) On a d’une part :—; (fx+y) +f(x-y)) = %; (f(x+y) +f(x-y)) =f"(x+y) + f"(x —y) ; et, dautre part :—XZ

2 2 2
(fx+y) +f(x-y)) = ;—Xz (2(Xf(y)) = 2 (f(y) et aa—yz (fx+y) +f(x-y)) = aa—yz (2A(Xf(y)) = 2((f"(y) ; d"ou

7 (0)f(y) = f(X)f’(y). Prenons y = 0 et posons f”(0) = €a?, ol € = +1; la fonction f vérifie I'équation " (X) =
ga*f(x), ol . Lorsque o = O, I'équation s éait f(X) = 0 et on adonc f(x) = a + bx. Commef(0) =1, onaa=1;
comme f est paire, onab = 0, et donc finalement f = 1. Lorsque a # 0, les lutions de I équation " (X) = ea%f(X)
forment un espacevedoriel F, de dmension2 sur R; ona: F_; ={ Acosax + psinax/ A, u O R } et F; ={
Achox + pshax/ A, u OR }. Pour qu un élément de F, appartienne aC, la cndition f(0) = 1 impose que A = 1
(puisque sinax = shax = 0 quand x = 0) ; la @ndition de parité impose dors que I'on ait pusin ax = —usin ax
(respedivement, psh ax = —ush ax), cequi implique (puisque les fonctions $n ax et sh ax ne sont pas nulles) que
'onap = 0. D’ou lerésultat attendu.

1. &) Comme f(0) = 1, il existea O R}, tel que [ f(t)dt > 0. En intégrant I’ égalité entre 0 et a par rapport ay, il
vient alors, moyennant des changements de variable évidents, [ “Rf(t)dt + [ f(t)dt = 2f(x) [ f(t)dt, soit encore

1 x+a o, L. 1
fX) =——— f(t)dt : cette derniere agalité montre que f est dérivable en x et quel'on af' (X) = ———
* 2[ *f(t)c [0 ® q ? * 2[ (bt

(f(x + a) — f(x —a)), en sorte que f’ est continue, CQFD.

|
b) Légalte /(9 =~ — od

(f'(x + @) — ' (x —a)). Plus généralement, f est indéfiniment dérivable. Onadonc T=S

(f(x + @) — f(x — a)) montre que f' est dérivable, a dérivée ontinue: ' (x) =

1
a

2_[0 f(t)dt

Probléme 62

n n n

l.8) L'inégalite [] x < %% S éait encore [1x< % == Z ;. Le théoréme du produit maximal déaoule donc
i=1 i=1 | 1

immédiatement du théoréme de I'inégalité de la moyenne géométrique.

b) Supposons le théoréme du produit maximal, et soit n réds x; > 0. Posons a = Z X ; I'inégalité ﬂ X < N

i (hi]
n 1 n a
équivaut a |'| X < —, soit [ % <0 z x;, I'égalité n’ étant rédisée chague fois, que si x; = , pour tout i,
i=1 i=1 i=1
soit donc s et seulement Si X; = X = ... = X,

II. &) L'expresson \/p(p—a)(p—b)(p—c) est maximale en méme temps que son caré p(p—a)(p-b)(p—). Puisque p
est constant, cette derniére expresson, a son tour, atteint un maximum en méme temps que I’ expresson (p—a)(p—

b)(p—). Or il s'agit lad un produit de trois fadeurs, x; = p—a, X, = p-h, X3 = p—¢ > 0, dont la somme x;+xy+x3 =



p—a+ p-b + p— = 3p{(atb+c) = p est constante. L'aire est donc maximale quand onap-a=p-b=p—<c= % soit
lorsquea=b=c= %2 c est-a-dire lorsque le triangle ABC est équil atéral.
b) Avecdes notations évidentes, I aire latérale est donnéepar I'expresson A = 2xy + 2yz + 2zx et le volume et V

= xyz Ce dernier est maximal en méme temps que V' = x°y°Z = xylyzizx, qui est produit de trois facteurs > 0 dont

lasomme xy +yz + zx = A est constante. Par suite, le volume est maximal lorsque xy =yz=zx = A, soit pour X =

2 6
y:Z:’\/E.
6

n n
l1l. @) Si, en effet, il existe (O, Ay, ...,0,) 0 H tel que, pour tout (X, %, ..., %) 0 (RY)", on a [x< |'| a;, aors
i=1 i=1

01=0,=...=0,= % ; sinon, d'aprés la « démonstration » indiquég on pourrait trouver (a,’, o', ...,a,") O H tel

n n
que []ai <[] o
i=1 i=1

b) La démonstration des manuels du x1x° siéde suppose valide le raisonnement suivant. Etant donné un ensemble
X et une gplicaionf: X - R, on cherche xy O X tel que, pour tout x [0 X, on ait f(x) < f(xv). S'il existe une
application ¢ de X dans X et un éément X, 0 X tels quon ait f($p(xg)) = f(Xo) €t, pour tout x O X\{Xg}, f(X) <

n
f(¢(x)), dors x, est I'éément xy cherché. (Dans le ca examiné d-desws, on a X = H, f(x) = [ x et on peut
i=1

prendre O (Xq, Xo, «vvy Xn) = (X1, X2y vy Xn) S Xp = Xo = oo = X €6 O(Xg, Xop ooey Xy ey Xn) = (X2'y Xy vy X'y +evy %n), OU
Xy =X =%ksi X1 = Xo = ... = X1 # X OU K< N.) Or on ne peut conclure que X, convient que si xy existe: s,

suivant le mntre-exemple donné par Oskar Perron, on prend X = N*, avec pour f I'injedion canonique de N*
dans R et pour ¢ I'application x — x* de N* dans N*, on a bien x < ¢(x) = x* pour tout x 0 X\{1} , mais il est
évidemment faux que I'on ait x < 1 pour tout x O N*.

Commentaire

La laaune relevée d-desaus dans certaines démonstrations solaires du théoréme du produit maximal — I’emploi
subreptice de I’ hypothése non justifiée quil existe un maximum — congtitue en fait une ereur classque ai xix®
siede, qui tend a gparaitre chague fois qu'il s'agit de déterminer un extrémum (maximum ou minimum). Le ca
le plus fameux, & ce égard, est cdui du théoréme isopérimétrique : de toutes les figures planes ayant un périmétre
donrég, le cecle et cdui dont I'aire et maximale. La premiere démonstration de cerésultat (1838 est due a
Jab Steiner (17961863, qui en proposera plusieurs autres en 1842 L’ historien Morris Kline écit sur ce point
(Mathematical Thougtt from Ancient to Modern Times, Oxford University Press 1972 p.838) :

Unfortunately, Steiner assumed that there eists a curve that does have maximal area. Dirichlet [18051859 tried several
times to persuade him that his proofs were incomplete on that accourt but Steiner insisted that this was sif-evident. Once,
however, he did write (in thefirst of his 1842 mpers) : « andthe prodf is readily madeif one assumes that thereis alargest
figure. »

Il est intéressant de noter que, dans n débat avec Steiner, Dirichlet bute sur la difficulté suivante : comment
convaincre aitrui qu' une cetaine démonstration est erronée alors méme que le théoreme adémontrer est exad ?
En I'espéce Steiner n'est certainement pas un mathématicien de secnd rang ; mais ¢’ est un mathématicien d’un
autre &e. Aprés lui, lalaaune que pointe Dirichlet deviendra auss « évidente » pour les mathématiciens qu’ était
évidente pour Steiner I’ existence d’ un maximum. Dans un article paru en 1918(« Sur une question de minimum »,
Rewe de I'enseignement des <iences, janvier-février 1918 reproduit dans L’enseignement mathématique,
octobre-décembre 1963, Henri Lebesgue (18751941 signalera dnsi que la premiere ereur connue du type
examiné ici apperait en 1816 dns le calre d’une démonstration du théoréme de d’' Alembert proposée par Jean-
Robert Argand (17681822 dans les Anndes de mathématiques pures et apgiquées. Il donne dors ce ontre-
exemple (loc. cit., p. 230:23)) :

Considérons |e probleme suivant : soient deux points A et B et une droite AT ne passant par B, et demandors-nouws quel
est le plus court de tous les arcs de murbe d' extrémités A et B et ayant AT pour tangente en A. On peut tracer detels arcs



diff érant extrémement peu dusegment AB. Comme tout arc joignant A et B a une longueur au moins égale a AB, c'est 1a
distance AB qui fournit ce que I’on peut appeler le minimum de la longeur des arcs considérés. (Ce mot minimum sera
d'aill eurs remplacé par un autre d'ici peu.) Mais il est clair qu'aucun ce ces arcs n'a la longweur AB. Voici dorc un
minimum qui N’ est pas atteint. Ainsi, il apparait comme essentiel de prouver I’ existencede |’ extremum que I’ on cherche.

Bien entendu c’est par I’ expresson de borne inférieure que Lebesgue remplacea un peu plus loin dans n article
le mot de minimum. Le passage dté se poursuit aing :

Les fagons de faire dans lesquell es on réglige de prouver cette existenceort été critiquées us une forme treés imagée par
M. O. Perron. Cherchors aveclui le plus grand des nombres entiers. Ce ne peut étre 2 car le @rré de 2 est plus grand que
2;ni 3, car le arré de 3 est plus grand que 3 ; etc. Donc le plus grand des nombres entiers est 1.

Probléme 63

|. Supposons que p est une norme sur R". Soit x, y 0 Dy et A 0 [0; 1] ; ona:
PAX+ (1 =A)y) < p(AxX) +p((1 —A)y) = AIp(x) + |1 =Alp(y) =Ap(x) + (1 =A)p(y) <A + (1 -A) = 1.

Le point Ax + (1 —A)y appartient & Dy, qui est donc convexe. Inversement, supposons D, convexe. Soit X, y O R"
Pagaite —XFY  — P X POY) Yy x+y
\{0}; I'égalité = — + montre que 0 D,. On a donc
033 Pegalt® o000 = P00 +P®) PO PE) + PY) PY) W 560 +py)
O X+yY [, soitm<
P06 + o) " b + py) =

n n
II.a) Ona: ) |x|<nmax [x|. Commemax x| <\ / > x2, le résultat demandé en déaule.
1<izn 1<izn i=1

1oup(x+y) <p(x) +p(y) < 1, CQFD.

i=1

n n
b) Pour i =1, 2, ..., n, soit & lei-ieme vedeur de la base caonique de R". Posons x = Y xe ety = ) yie, en
i=1 i=1

n
sortequex—y=> (% -Y)&;ona:
i=1
n

p(x—y) = p% (i —yDa[= > p((x —we) = 3 Ix —vilp(e).
1 i=1

i=1

Posons M = max p(g) ; comme g # 0 pour tout i, onaM > 0. Il vient
1<isn

PX=Y) =2 I —ilp(@) <M 3 x —vil < Mn [k—y||= KKyl
i=1 i=1

ol k=Mn> 0. Pour tousx, y O R", onap(X) = p((x —=y) +Y) < p(x—Yy) + p(y) et donc p(x) — p(y) < p(x —y). On
adonc auss p(y) —p(x) < p(y —x) = p(x —y), en sorte que [p(x) — p(y)| < p(x —y). Il vient finalement : [p(x) — p(Y)|
<K|x—y]|| (ou k= Mn), cQFD.

c) L’ application x> ||| ¢ R" dans R étant continue lorsque R" est muni de la norme euclidienre, la sphére unité
St ={ xOR"/|X|=1} est fermée @ donc compade ; d aprés le théoréme de Weierstrass il existe desréds ¢
et C tels que, pour tout x 0 S, c < p(x) < C. Comme ¢ et C sont des valeursde p sur S et que 0 0 S™, ona

X

Iix]

trivialement vrai pour x = 0, le résultat demandé est démontré.

d) On avu que D, est convexe. Par alilleurs, I'application p, lipschitzienre de R" muni de la norme euclidienne
dans R, est donc continue &, en conséquence, D, = p ([0 ; 1]) est fermé. Par aill eurs, pour tout x 0 Dy, on a |||

c,C>0. Soitdlorsx# 0; ona—- 0 S et doncc < p%;—”% C, d'ou c|iX|| < p(X) < C|[X]. Cet encadrement étant

< }X(;_Q < % et D, est donc borné. Finalement D, est compad dans R" muni de la norme euclidienre. Enfin, puisque

s ||| < é onap(x) < C|x|| < 1, D, contient la boule ouverte de centre O et de rayon % et est donc d'intérieur non

vide.

[ll. @) Du fait quels z0, il exitea O D et € > 0 tels que la boule auclidienne ouverte B(a ; €) O D. Par symétrie
de centre 0, on a auss B(—a; €) U D. Soit x tel que [X||]<€;onal|x+a)—al|=|KX|<€eetdoncx+alB(a;e)



0 D. Deméme, |[(x—a) —(-a)]|=|X||< € et donc x —a 0 B(—a ; €) 0 D. Comme D est convexe dquex:%(x+

a)+%(x—a):x, on en déduit quex 0O D et donc que B(0; €) O D:ODIS.

b) Soit £ > 0tel que B(0; €) 0 D et soit alorsy O B(0; €) n R ; il existe p > 0tel que x = py 0 pD, CQFD.

c) On écatele catrivial 1, = 0. Soit y 0 D. Comme D est convexe @ 0, y [ D,{%yD Detona: py= uz%i—lyg
2 2

OuD. llenrésulteque, sy O{ W>0/xOpuD } et S pp = Yy, dorsp, O { pw>0/x 0 puD }. Soit une suite

(Ky) de réds > 0 tendant vers iy tels que, pour tout k O N, x O wD. Si py > 0, la suite %Eest bien définie &
k

prend ses valeurs dans D ; comme D est fermé, salimite= 0 D et on adonc x [ D, ensortequep, O { n >0/
X

xOuD } etdoncquep=inf{ u>0/x0OuD }. llenrésulteque{ u>0/x O uD } =[Hy; + o[. Si g =0, la
suite (M) vers 0 ; D, compad, est borné ¢ il existe donc M tel que, pour tout y 00 D, |ly]| < M ; pour tout k O N, il
existe yx 00 D tel x = pyyx et onadonc |X|| = Kyl | £ 1M, majorant qui tend vers O quand k tend vers I'infini : on
adonc |[x||=0, soit x=0.Dansce c&, { u>0/xOuD } =[0; + oo.

d) Puisque 0 0 D, on a0 0 pD quel que soit u > 0; par suite p(0) = inf{ >0/ x O uD } = inf R} = 0.
Inversement, on vient de voir que, si p(x) = 0, dors x = 0: la condition (1) est donc satisfaite. Montrons ensuite
que, pour tout x 0 R" et pour tout A O R, p(AX) = A\ |p(X). L' égalité et vraie s A = 0. Supposons A > 0; on a

p()\x):inf{p>0/)\xDuD}:inf{|,1>0/XD})%D}:)\inf{l)%>0/xD})%D}:)\p(x). Supposons

maintenant A = — p\| < 0; puisque-D =D, ona: p(AX) =inf{ u>0/AxOuD } =inf{ u>0/AxO—D } =
inf { u>0/AXOpD } =p(AX) = Ap(x). Sip(X) <1, xOp(x)D O D, ensorteque D, U D. SixOD,onall
{u>0/x0OpD } etdoncp(x) =inf{ p>0/xOuD } <1, ensorte que D O D,. D’ou le fait que D, = D.
Comme D est convexe, p est une norme, dont la boule unité est donc D.

Probléme 64

I. &) Pour tout (dy, ..., d)0{0,1,...,9},0na: PX=(dy, ..., d)) =P(Xy =dy, ..., X, =d;). Lesv.a Xq, ..., X
éant indépendantes, onaP(X; =dy, ..., X, =d) =P(X; =d,) ... P(X, =d;) =0,1", cQrp.

b) Les ensembles E' et N, ayant I'un et I'autre 10" éléments, il suffit de montrer que I'application ¢ est surjedive.
Or on sait que tout entier de 0 a 10 — 1 séait, en rotation dédmale, d,, ..., d;, éaiture qui, par définition,
désigne Ientier 10~%d, + 10%d, + ... + 10d,_; + d,.

c) La v.a X étant uniforme sur E', il en est de méme de ¢poX sur N, et de U = 107 ¢oX sur |, puisque les
applications ¢ de E' dansN; et k= 10"k de N, dans |, sont des bijedions. Soit £ le plus grand entier k tel que 10
'k<a;sn=1lona:10¥<a<10'(/+1)<10°(£ +n)<b<10'(¢ + n+ 1). Il vient donc 107(¢ + n) — 107 (¢
+1)<b-a<10'(¢/+n+1)- 10", soit 10" (n— 1) <b-a<10'(n+1). Onapar alleursP@< U < b) = 107
'Cad{ kON,/a<10'k<b} =10"n. L’encadrement 10°(n— 1) <b—-a < 10"(n + 1) s éait encore-10" <b
—a-10'"n< 10", soit Jo—a—10"n| < 107, ¢ est-&-dire afin|P(asU<b)—(b—a)|<10". Sin=0,onaP(a<
U<b)=0etO<b-a< 10", et donc auss [P(a<U<b)—(b—a)|=|(b—a)|<10".

Il.a) Ona: P(Y<X) = P(F(U) < X). L’applicaion F étant strictement croissante, ona: P(Y < x) = P(F(U) < )
=P(U < F(X) = F(X).
i-1 i i i-1
b)Ona:P(Y=w)=P(} psU<3p)= p—2 p=p:
ji=1 j=1 =1 =1



