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Programme du CAPES externe de mathématiques — Sesson 2000
B.O. spédal n° 3 du 29 avril 1999

Epreuves écrites

Le programme est formé destitres A et B de|’annexe .
Epreuves orales

Epreuve d’ exposé

Le programme est formé du titre A augmenté des paragraphes slivants du titre B de I’ annexe |l :

1.11."Ensembles, relations, appli cations.”
2.1.3." Structure des ensembles de nombres.”

2.111.5.*Cacul matriciel”, adinéab).

2.1V.2 “géométrie vectorielle auclidienne”, alinéa @

2.V .2.*Configurations’ ;-alneas-a)-et-€)-

2.V.3. “Transformations’.

2.V.4."Emploi des nombres complexes en géométrie”, alinéas a), ¢) et d).
3.1.1.“ Suites de nombres réds et de nombres complexes’, alinéas a), b), d) et e).
3.1.2.“Fonctions d’une variableréelle”.

3.11.2."Déivation’, dansle aas des fonctions a valeurs réelles ou complexes.
3.11.3.“Intégration sur unintervalle mmpad”, dans ce méme cas.

3.11.4.* Etude locde de fonctions’ -alinéa-a-

3.11.5 “fonctions usuelles’, alinéac)

3.1V.2.“Equations linéaires saaires’, alinéab).

3.VI.1 “courbes et surfaces’, dinéaa)

4.2. "Variables aléaoires’, dinéas a) et C).

Epreuve sur dosser

Le programme est formé du titre A de I’annexe .



ANNEXE |
A. Programmes de |’ enseignement secondaire

1. Laréunion des programmes de mathématiques des colléges et des lycées d’ enseignement général et
technologique en vigueur au ler janvier de |’ annéedu concours et de cux en vigueur au ler janvier de
I’ année précédente.

2. L utili sation des calcul atrices éledroniques est définie par les arrétés du 15 mai 1997 compl étés par
la drculairen® 99-018 du 01-02-1999 paru au B.O. n° 6 du 11-02-1999.

Dans ce calre, les candidats doivent se munir d'une @lculatrice scientifigue programmable,
aphanumérique ou non, et graphique. Ils doivent savoir utiliser leur calculatrice dans les stuations
numériques et algorithmiques liées au programme. Cet emploi combine les cgpacités slivantes, qui
constituent un savoir-faire de base & sont seules exigibles:

— savoir programmer une instruction d’ aff edation ;

— savoir eff eduer les opérations arithmétiques aur les nombres et savoir comparer des nombres;;
—savoir utiliser les touches des fonctions qui figurent au programme d savoir programmer le calcul
desvaleurs d’ une fonction d’ une ou plusieurs variables permis par ces touches;;

— savoir programmer une instruction séquentielle, alternative ou itérative ;

— savoir afficher al’ éaan la wurbe représentative d’ une fonction.

Ils doivent en outre munir leur cdculatrice de programmes permettant :

* larecherche de solutions approchées d’ une @uation numérique aune variable,
* le alcul devaeurs approchées d’ uneintégrale.



B. Programme complémentaire

Comme il est indiqué dans les instructions, les problémes et les méthodes numériques et les aspects
algorithmiques et informatiques (construction et mise en forme d’agorithmes, comparaison de leur
performance rédaction méthodique de programmes) sont largement exploités. Dans le texte du
programme, ils Snt représentés par le signe 8.

1. Notions sur lalogique d les ensembles
Tout exposé de logique formelle est exclu.
|. Généralités sur lelangage @ |e raisonnement mathématiques. Eléments de logique.

L’ étude des notions mentionnées dans cette section est essentiellement descriptive @ basée sur des
exemples choisis dans I’ ensemble du programme. Le but visé est de mettre en évidence I’'importance
du langage ¢ du raisonnement et d'en dégager quelques traits essentiels.

Occaurrences libres (ou parlantes) et occurrences liées (ou muettes) d’ une variable dans une expresson
mathématique ; signes mutificateurs usuels (J...d...; Y ; —; {...|...} ; O; O, etc.); mutifications
implicites.

Calcul propasitionnel : connecteurs logiques ; tables de vé&ité ; tautologies.

Utilisation des connecteurs et des quantificateurs dans le discours mathématique; lien entre
connecteurs logiques et opérations ou relations ensemblistes.

Pratique du raisonnement mathématique: hypotheses, conclusions, quelques figures usuelles du
raisonnement (raisonnement par contrapasition, par digonction de s, par I'absurde, utilisation
d’ exemples ou de mntre-exemples, etc.) ; pour les énoncés us forme d’implication, distinction entre
condition nécessaire @ condition suffisante, entre propasition directe et propasition rédproque ; cas
particuliers de la recherche de lieux géométriques, d’ ensembles de solutions d’ équations.

I1. Ensembles, relations, applicaions

Opérations ensembli stes usuelles ; produit cartésien d’un nombre fini d’ ensembles.

Relations et applications ; lois de mmpasition internes ou externes.

Ensemble des parties d'un ensemble; image directe ou image réciproque d’'une partie par une
applicaion ; comportement des opérations d'image directe et dimage réciproque vis-avis des
opérations ensembli stes.

Familles d’ ensembles ; réunions et intersections “infinies’.

Relations d’ ordre ; mgjorants, borne supérieure...

Ensemble N des nombres entiers naturels. Toute partie non vide de N admet un plus petit éément.
Raisonnement par récurrence

Relations d’équivaence; classes d’équivaence, partition associée, ensemble quotient, compatibili té
d’ure loi de cmpasition avec une relation d' équival ence (passage au quotient).

Congtructionde Z, de Q.

I1l. Rudiments de cardinalité

Equipotence de deux ensembles ; classe des ensembles équipotents & un ensemble donné ; notion de
cadinal.

Théoréme de Cantor (“aucun ensemble n’est équipatent al’ ensemble de ses parties’).

Fonction caractéristique d’une partie d'un ensemble; équipotence entre |I’ensemble des parties d’un
ensemble E et I'ensemble des applicaions de E dans {0,1}.

Ensemblesfinis et infinis.

Ensembles dénombrables: exemples usuels (N2, Z, Q, I'ensemble des suites finies d'entiers,
I’ensemble des parties finies de N, I'ensemble Q[X] des polynémes & wefficients rationnels,
I’ ensemble des nombres algébriques, etc.).

Puissance du continu (cardinal de P(N) ou de R) ; non-dénombrabilit € de R.



2. Algebre et géométrie
I. Nombres et structures :

1. Groupes

a) Groupes, morphismes de groupes. Sous-groupes, sous-groupe engendré par une partie. Groupes
cycliques. Ordre d'un éément ; théoreme de Lagrange. Image @ noyau d’'un morphisme de groupes.
Sous-groupes distingués, groupe quotient.

Groupe opérant sur un ensemble, orbites. Eléments conjugués.

8 b) Permutations d’un ensemble fini, groupe symétrique. Cycles; transpositions. Démmpasition
d’'une permutation en produit de g/cles digoints, en produit de transpasitions. Signature d’une
permutation, groupe dterné.

2. Anneaux et corps

Anneaux (unitaires), morphismes d’ anneaux.

Sous-anneaux.

Anneaux commutatifs, anneaux integres ; idéaux, idéaux principaux ; anneaux quotients.
Corps (commutatifs), sous-corps ; caractéristique d’ un corps.

3. Structure des ensembles de nombres

a) Anneau Z des nombres entiers relatifs (ou rationnels). L'anneau Z est intégre; divisibilité dans Z.
Division euclidienne ; sous-groupes additifsde Z.

Lesidéaux de Z sont principaux ; théoréme de Bézout.

§ b) Nombres premiers ; décompaosition en fadeurs premiers.

PGCD, PPCM ; algorithme d’ Euclide.

c¢) Congruences ; anneaux Z/nZ, caradérisation des é éments inversibles.

d) Corpsdesrationnels, corps des réels, corps des complexes.

I1. Polyndmes et fractions rationnell es
Dans ce dhapitre, K désigne un sous-corps de C.

1. Polynémes a une indéterminée

8 a) Algébre K[X] ; degré d’ un polynéme, terme dominant, polyndme unitaire.
L’anneau K[X] est intégre ; divisibilité dans K[X]. Division euclidienne.
Lesidéaux de K[X] sont principaux ; théoréme de Bézout.

Polynémes irréductibles ; décomposition en fadeursirréductibl es.

PGCD, PPCM ; agorithme d’ Euclide.

b) Fonctions polyndmes.

Radnes (ou zéros) d’'un polynéme, ordre de multiplicité. Polyndmes scindés.
Correspondance atre polyndmes et fonctions polynomes.

Equations al gébriques. Relations entre |es coefficients et les racines d’ un polyndme scindé.
c) Dérivation des polynémes ; formule de Taylor.

d) Théoréme de d’ Alembert ; polyndbmesirréductibles de C[X] et de R[X].
Factorisation des polyndmes dans C[X] et dans R[X].

2. Fradions rationnelles a une indéterminée

a) Corps K(X) ; formeirréductible d’ une fradion rationnelle non nule.
b) Fonctionsrationnelles: pdles, zéros; ordred’ un pdle ou d'un zéo.
c) Démmposition en déments smples. Cas du corps C et du corps R.
d) Exemples smples de problémes d’ élimination.

[ll. Algéebre linéaire

Dans cette partie, K désigne un sous-corpsde C.



1. Espaces vectoriels

a) Espaces vedoriels. Applicaions linéaires, isomorphismes, endomorphismes, automorphismes.
Formes linéaires. Espace vectoriel L(E, F), algébre L(E), groupe linéaire GL(E). Espace vectoriel
produit d'une famill e finie d’ espaces vectoriels.

b) Sous-espaces vedorids; image & noyau d’'une gplication linéaire. Sous-espace engendré par une
partie. Somme d' un rombre fini de sous-espaces vectoriels, somme directe. Sous-espaces vectoriels
supplémentaires, projecteurs.

¢) Familleslibres, famill es génératrices, bases.

d) Etant donné une gplication linédre u de E dans F et un supplémentaire E' de ker u dans E, u
définit unisomorphismede E’ sur Im u.

2. Espaces vectoriels de dimension finie

a) Espaces admettant une famill e génératrice finie. Théoréme de la base incompléte, existence de
bases; dimension. Dimension d’un sous-espace, rang d'une famille de vecteurs. Existence de
supplémentaires. Dimension d' une somme directe.

b) Rang d’une gplication linéaire ; formule du rang, caractérisation des isomorphismes.

¢) Formes linéaires et hyperplans, équation d’un hyperplan.

d) Dualité. Bases assciées d'un espace E et de son dua E*. Orthogonal dans E* d'une partie de E,
orthogonal dans E d’une partie de E* : dimension de |’ orthogonal, double orthogonal.

3. Matrices

a) Espace vectoriel M, 4(K) des matrices a p lignes et g colonnes. 1somorphisme entre L(K,, Kp) et
M, q(K). Produit matriciel, transposition. Algebre Mn(K); matrices inversibles, groupe linéaire
GLy(K). Matrices symétriques, antisymétriques.

b) Matrice d’'une gplication linéaire d’un espacevectoriel dans un autre, ces espaces étant munis de
bases ; matrice d’'un endomorphisme d'un espace vectoriel muni d’une base, matrice d’une famille
finie de vecteurs relativement a une base. Matrice de passage (la matrice de passage de labase B ala
base C est lamatrice dont la j-iéme wlonne est formée des coordonnées dans B du j-ieme vecteur de
C). Effet d un changement de base(s) sur lamatrice d’ une gplication linéaire.

) Trace d’une matrice carée, trace d' un endomorphisme.

d) Rang d'une matrice. Utilisation de matrices carrées extraites pour la détermination du rang.
Matrices équivalentes. Caractérisation al’ aide du rang. Toute matrice M de rang r est équivaente ala
matrice I, = (a;), définie par lesrelationsa;; =1s 1< j<r, et a; = 0 danstous les autres cas. Rang de
latransposée d’ une matrice

e) Systemes d’ équations linéaires, rang. Conditi ons de compatibili t&, systémes de Cramer.

4. Applications multilinédres, déterminants

a) Définition des appli cations multilinédres, des appli caions symétriques, antisymeétriques, alternées.
b) Formes n-linéaires aternées sur un espace vectoriel de dimension n. Déterminant de n vedeurs dans
une base d’ un espace vectoriel de dimension n, critére d’indépendance.

¢) Déerminant d'un endomorphisme, du composé de deux endomorphismes; caradérisation des
automorphismes.

d) Déterminant d’ une matrice carrée Déerminant du produit de deux matrices, de latransposéed’ une
matrice. Mineurs, cofadeurs, développement par rappart aune ligne ou une wlonne.

€) Appli cations des déterminants, expresson de I’ inverse d’ une matrice arrée inversible, formules de
Cramer ; orientation d’ un espacevedoriel réd de dimension finie.

f) En relation avecla géométrie, application des déterminants a I’ étude des g/stémes linéaires de deux
ou trois éguations a deux ou trois inconnues.

5. Calcul matriciel

§ @) Exemples de @lculs par blocs. Exemples d emploi de normes matricielles. Conditionnement
d’une matrice.

§ b) Opérations élémentaires sur les lignes (ou les colonnes) d'une matrice; addition d’un multiple
d’'ure ligne aune autre, multiplication d’'une ligne par un scalaire non nu, échange de deux lignes.



Applicaions a la résolution des gystémes linéaires, au calcul de déterminants, a I'inversion des
matrices carrées et au calcul du rang.
Algorithme du pivot de Gauss; pivot partiel, pivot total.

6. Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Dans ce paragraphe, le aorpsde base et R ou C.

a) Sous-espaces gables par un endomorphisme. Si u et v commutent, Im u et ker u sont stables par v.
Polyndmes d’'un endomorphisme ; théoréme de décomposition des noyaux : si P et Q sont premiers
entre eux, ker PQ(u) = ker P(u) O ker Q(u).

b) Valeurs propres d’ un endomorphisme, Sous-espages propres, Vecteurs propres.

¢) Réduction d’ un endomorphisme en dimension finie.

Polynéme annulant un endomorphisme ; lien avecle spedre.

Polyndme caactéristique, ordre de multiplicité d’ une valeur propre. Théoreme de Cayley-Hamilton.
Endomorphismes diagonalisables; I'espace est somme direde des Sus-espaces propres. Tout
endomorphisme dont le poynéme caactéristigue et scindé € a toutes ses radnes smples est
diagonalisable. Pour gu un endomorphisme soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il annule un
polyndme scindé dont toutes les racines nt smples.

Sous-espaces caradéristiques. Tout endomorphisme u dont le polyndme caadéristique est scindé peut
étretrigonalisé : I'espace est somme direde des us-espaces caradeéristiques F; et il existe une base de
chaque F; telle que la matrice dans cette base de I’endomorphisme induit par u soit triangulaire
supérieure ; en outre, ladimension de F; est égale al’ ordre de multiplicité de lavaleur propre A;. Un tel
endomorphisme u s éait d'une maniére @ d’une seule souslaformeu=d + n, ot d est diagonalisable,
n est nilpatent, et nd = dn.

8d) Vaeurs propres d'une matrice arrée, vecteurs (colonnes) propres. Matrices semblables.
Diagonali sation, trigonalisation des matrices carrées. Exemples d’emploi de décmposition en blocs
(produits, matrices diagonales par blocs, triangulaires par blocs).

IV. Espaces euclidiens, espaces hermitiens
(cf. analyse 3.1.6 espaces préhilbertiens réels ou complexes.)

Les espaces vedoriels considérés dans ce thapitre sont de dimension finie.

1. Espaces euclidiens

a) Isomorphisme canonique avec le dual.

Sommes diredes orthogonales. Dimension de |’ orthogonal d’un sous-espace normale aun hyperplan.
Projedeurs et symétries orthogonales.

b) Adjoint d’ un endomorphisme ; matrice aciéedans une base orthonormale.

Endomorphismes symétriques, antisymétriques.

¢) Automorphismes orthogonaux. Groupe orthogonal O(E), groupe des rotations (ou spécial
orthogonal) SO(E). Matrices orthogonales.

Groupes O(n) et SO(n). Matrice associée aun automorphisme orthogonal dans une base orthonormale.
Changements de base orthonormal e.

d) Determ| nant den vedeurs d'un espacevectonel euclidien orienté de di mens onn.

2. Géométrie vectoriell e euclidienne

a) Lesréflexions engendrent le groupe orthogona O(E).

b) Dans le plan euclidien orienté (n = 2) : matrice d'une rotation ; angle d’une rotation. Morphisme
canonique de R sur SO(2).

Clasdfication des automorphismes orthogonaux a partir du sous-espace des points invariants.

c) Dans |’ espace auclidien orienté (n = 3) :

Axe d angle d'une rotation. Les demi-tours engendrent SO(3).

Classfication des automorphismes orthogonaux a partir du sous-espace des points invariants.

d) Endimension 2 ou 3 : groupe des smili tudes ; similitudes diredes.

Rappart d’ une similitude, automorphisme orthogonal associé.



€) Produit vectoriel en dimension 3 ; expression dans une base orthonormale directe.

3. Espaces hermitiens

a) Sommes directes orthogonales. Projedeurs orthogonaux.

b) Adjoint d’ un endomorphisme ; matrice asciéedans une base orthonormale.

Endomorphismes hermitiens, matrices hermiti ennes.

¢) Automorphismes unitaires. Groupe unitaire U(E). Groupe U(n) des matrices unitaires d’ ordre n.

4. Calcul matriciel et normes euclidiennes

8 a) Calcul de la projedion orthogonale d'un vedeur sur un sous-espace ¢ de ladistance d'un paoint a
un sous-espace Applicaion aux problémes de moindres carrés ; minimisation de |JAX — B|f, ou A O
M, o(R) et rangA = p.

§ b) Démmposition d'un élément M de GL,(R) sous laforme M = QR, ou Q est orthogonale @ R est
triangulaire supérieure, par la méthode de Householder.

5. Réduction des endomorphismes symétriques et des endomor-phismes hermiti ens

8 a) Diagonalisation d’ un endomorphisme symétrique (resp. hermitien) dans une base orthonormale.
Diagonalisation d'une matrice symétrique (resp. hermitienne) au moyen d’'une matrice orthogonale
(resp. unitaire).

t
Laplus grande valeur propre d’ une matrice symétrique A est égale asup %X
X0
b) Formes bilinéaires gymétriques sur un espace euclidien, formes quadratiques, polarisation.
Endomorphisme symétrique associé aune forme quadratique ; réduction dans une base orthonormale.

V. Géométrie dfine & euclidienne
Dans ce dhapitre, I’ étude est placée dansle plan et I’ espace

1. Calcul barycentrigue ; repérage

a) Sous-espaces affines; direction d’ un sous-espace #ine.

b) Repéres affines, coordonnées barycentriques.

c) Parties convexes.

d) Repéres cartésiens, palaires, cylindriques et sphériques. Changement de repére orthonormal.

2. Configurations
a) Position relative de deux plans dans |’ espace Plans perpendiculaires. Plan médiateur d’ un segment.

b) Cercles dans le plan. Puissance d’ un point par rappat aun cercle.

Ensemble des points M dont le rappart des distances a deux paints A et B est constant, ou tels que
I’angle de droites (ou de demi-droites) (MA, MB) est constant.

c) Spheres. Intersection d’ une sphére et d’ un plan, de deux sphéres.

c¢) Coniques. Définitions focdes, bifocdes ; tangente et normale en unpaint.

Elli pse déduite d’ un cercle par affinité orthogonale. Hyperbole rappartée ases asymptotes.

Equation cartésienne d’ une @nique, réduction en repére orthonormal.

Représentations paramétriques d’ une conique.

Equation polaire d’une @nique dont un foyer est & I’origine, la diredrice associée @ I excentricité
étant données.

3. Transformations

a) Applications affines ; effets aur la barycentration et sur la onvexité. Applicaion linéaire aciée
Projedions, affinités, symétries.

b) Groupe des transformations affines. Morphisme canonique du groupe dfine sur le groupe linéaire;
groupe des translations, groupe des homothéties-translations. Isomorphisme canonique du stabili sateur
d unpoint O sur le groupe linéaire.




c) Groupe des isométries, groupe des déplacements. Les réflexions engendrent le groupe des
isométries ; dans|’ espace, les demi-tours engendrent e groupe des déplacaments.

Similitudes planes directes et indirectes.

d) Clasdfication des déplacements et des isométries du plan et des déplacements de I’ espace apartir
de I’ ensembl e des paints invariants.

€) Exemples de recherche du groupe des isométries laissant globalement invariante une cnfiguration
du plan ou de I'espace. Exemples de recherche de transformations affines transformant une
configuration en une autre.

4. Emploi des nombres complexes en géométrie

a) Racinesdel’unité « polygones réguliers.

b) Adjonction d'un point al’infini au plan complexe.
az+tb

cz+d’

c) Transformationsz+»> az + b etz

§d) Lignesde niveau desfonctionsz+»> z—a, z+> Arg(z—a), z+— Ez%gget - Argi%g.

Exemples de familles de @urbes orthogonales associées a des transformations simples du plan
complexe.



3. Analyse d géométrie diff érentielle
I. Suites et fonctions

1. Suites de nombres réels et de nombres complexes

a) Suites convergentes, divergentes ; suites extraites.

Opérations algébriques aur les limites. Relations de cmparaison : domination (u est dominée par v),
prépondérance (u est négligeable devant v) et équivalence (u est équivaente av).

Notations u = O(v), u=0o(v) ou u<<v, et u Ov.

b) Toute partie majoréenon vide de R admet une borne supérieure.

Toute suite aoissante majoréede nombres réds converge. Suites adjacentes. Développement dédmal
d un rombre réel. Droite numérique ahevée R.

¢) Toute suite de Cauchy de nombres réels ou complexes converge. De toute suite bornée de nombres
réds ou complexes, on peut extraire une suite anvergente. Théoréme du point fixe pour une
applicaion contradante d’ unintervalle fermé de R dans lui-méme.

§ d) Etude du comportement asymptotique de suites. Approximation d’un rombre réel ou complexe au
moyen de suites: rapidité de mnvergence @ performance d'un algorithme. Accélération de
convergence : méthode de Richardson-Romberg.

§ e) Exemples d’ éude de suites de nombres réds définies par une relation de récurrence u,.; = f(u,) et
par une cndition initiae.

Approximation d’ure solution d’une éuation numérique. Méhode de dichotomie. Méthode des
approximations siccessives ; méthodes de Newton, d’interpolation linéaire & d’ gjustement linéaire.

2. Fonctions d'une variable rédle

Les fonctions étudiées dans ce paragraphe sont définies sur un intervalle de R et a valeurs réelles ou
complexes.

a) Limite d’une fonction en un point ; continuité en un point. Opérations aur les limites et sur les
fonctions continues. Image d’ une suite convergente par une fonction continue.

Comparaison des fonctions au voisinage d’un point : domination, prépondérance et équival ence.

b) Image d'un intervalle par une fonction réelle cntinue, image d un segment. Continuité de la
fonction rédproque d'une fonction rédle @ntinue strictement monotone sur un intervalle.

3. Espaces vectoriels normés, réels ou complexes

Les applications étudiées dans ce paragraphe sont définies sur une partie d’ un espacevectoriel normeé
et avaeurs dans un espacevedoriel normé.

a) Normes sur un espace vedoriel réel ou complexe.

Norme, distance asciée boules. Parties barnées, diametre d’ une partie.

Distance d'un point a une partie non vide. Applications lipschitziennes. Produit d’une famill e finie
d’ espaces hormés.

Exemples de normes usuelles sur les espaces de suites et de fonctions.

b) Voisinages d’'un point d’'un espace vectoriel normé, ouverts, fermés; adhérence intérieur et
frontiére d’ une partie, parties denses, points isolés, points d’ accumulation.

Distanceinduite sur une partie ; voisinages d’un pant, ouverts et fermés d’ une partie.

¢) Limite d’une aplication suivant une partie, continuité en unpoint.

Applicaions continues, caradérisation par image réciproque des ouverts ou des fermés. Continuité
d’une gplication composée; homéomorphismes. Appli cations uniformément continues.

d) Suites convergentes, divergentes. Caradérisation des points adhérents et des appli cations continues
al’ade de suites.

e) Caradérisation des applications linéaires continues, norme dune gplication linéaire @ntinue.
Normes équivalentes.

Exemples de normes matricielles.

f) Opérations a gébriques sur les limites. Algebre des fonctions numériques continues.

Algébre des fonctions polynomiales sur R" ou C", base canonique de cette dgébre.




4. Espaces complets

a) Suites de Cauchy, espaces complets; R" et C" sont complets. Parties complétes; les parties
complétes d’' un espace amplet sont les parties fermées.

b) Séries d’é@éments d'un espace vedoriel normé. Séries convergentes, divergentes, absolument
convergentes (' est-a-dire telles que Y ||un|| < +0). Dans un espace de Banadh, critére de Cauchy pour
la cnvergenced’ une série, convergencedes ries absolument convergentes.

¢) Théoréme du point fixe pour les contractions d' une partie fermée d’ un espace complet.

d) Critére de Cauchy pour les applicaions (existence d' une limite en un point).

5. Espaces vectoriels de dimension finie

a) Equivalence des normes. Toute suite de Cauchy est convergente. De toute suite bornée on peut
extraire une suite cnvergente. Continuité des applications linéadres et multilinéaires.

b) Définition (séquentielle) des parties compades. Les parties compades ont les parties fermées
bornées.

Image @ntinue d’'un compad, application aux fonctions numériques. Continuité uniforme d'une
applicaion continue sur un compad.

6. Espaces préhil bertiens réels ou complexes

Produit scdaire (dans le cas complexe, linéaire a droite, semi-linéaire a gauche) ; norme asociég
inégalité de Cauchy-Schwarz, identité du parallé ogramme.

Théoréme de Pythagore. Famille orthonormale, méhode de Schmidt.

Existence d'une base orthonormale dans un espace de dimension finie. Projedion orthogonale sur un
sous-espace de dimension finie, distance aun tel sous-espace.

Exemples de suites de polynémes orthogonaux.

7. Suites d' appli caions a valeurs dans un espacede Banach

Convergence simple, convergence uniforme. Pour des applicaions définies sur R" ou C":
convergence uniforme sur tout compad ; continuité & limite d’ une gplication définie comme limite
d’ une suite uniformément convergente.

Critere de Cauchy de mnvergence uniforme.

L’ espace des applicaions bornées d'un ensemble dans un espace de Banach, muni de la norme
uniforme, est complet. 1l en est de méme pour |'espace vedoriel normé des applicaions linéaires
continues d’ un espace normé dans un espace de Banach.

8. Notions sir la @nnexité

Parties connexes ; les parties connexes de R sont les intervalles. Image d'une partie @nnexe par une
application continue, théoréme des valeurs intermédiaires. Connexité par arcs; elle implique la
connexité d, dans le cas d’ un ouvert d’ un espace vectoriel normé, elelui équivaut.

Il. Fonctions d’une variable rédle : calcul diff érentiel et intégral

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies sur un intervalle non réduit a un point et avaleurs
dans un espace vedoriel de dimension finie sur R ou sur C.

1. Approximation des fonctions sur un segment

Approximation uriforme des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier;
approximation uriforme des fonctions continues par des fonctions continues affines par morceaux et
par des fonctions polynomiales. Interpalation de Lagrange.

2. Dé&rivation

a) Opérations sur les dérivées: linéarité, produit, quotient, fonctions composées, fonctions
rédproques.

b) Inégalité des accroissements finis pour une fonction continue sur un intervalle & dérivable sur son
intérieur ; caractérisation des fonctions constantes et des fonctions lipschitziennes. Prolongement des
fonctions de dass C' sur unintervalle privé d’ un point.



¢) Extrémums locaux des fonctions dérivables avaleurs réelles. Théoréme de Rolle.

d) Fonction de dasse C* (k entier naturel ou k infini) Si deux fonctions ont de dasse C¥, leur
composéel’est encore. Caractérisation des C*-diff éomorphismes parmi les fonctions de dasse C* (k >
1). Formule de Leibniz. Définition des fonctions de dasse C* par morceaix : une fonction f est dite de
clase C* par morcealx sur un segment [a, b] s'il existe une suite finie strictement croissante a = a, ay,
..., & = b telle que larestriction de f & dhacun des]a,a.4[ soit prolongeale en une fonction de dasse
C* sur [a, a1] ; elle est dite de dasse C* par morceaix sur un intervalle quelconque si sa restriction a
tout segment est de classe C* par morceaix.

€) Fonctions a vaeurs réelles: fonctions convexes. Caractérisation des fonctions convexes de dasse
C' par la aoissancede la dérivéepremiére et par la position de la mwurbe par rappart aux tangentes.

3. Intégration sur unintervalle mwmpad

Les sules connaissances exigibles portent sur I’ intégration des fonctions continues par morceaux.

a) Intégrale d’ une fonction en escalier sur un segment. Pour les fonctions a valeurs rédlles, croissance
del’intégrae.

b) Intégrae d’ une fonction continue par morceaux sur un segment.

Notations: [ f(t)dt; [ Lf(t)at

Linéarité. Sia< b, |I[ > f(Hdtl< [ ° If@®)lidt.

Pour lesfonctions a valeurs rédlles, croissance de I’ intégrale.

Pour les fonctions a valeurs réelles ou complexes, inégali té de Cauchy-Schwarz.

c) Additivité par rappart al’intervalle d'intégration.

Approximation de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment [a, b] par des ssmmes de
Riemann associées a des subdivisions de [a, b].

d) Primitives d’ une fonction continue sur un intervalle. Théoreme fondamental du calcul diff érentiel et
intégral : soit f une fonction continue sur | ; pour tout point a de I, la fonction X [axf(t)dt est

I"unique primitive de f sur | sannulant au point a; inversement, pour toute primitive F de f sur I, et
pour tout couple (a, b) de pointsdel, [ab f(t)dt = F(b) — F(a). En particulier, pour toute fonction g de

clase C' sur 1, et pour tout couple (a, b) de pointsde |, g(b) —g(a) = [ab g (H)dt.

Intégration par parties, changement de variable.

Exemples de cdculs de primitives.

e) Inégalité des acaroisements finis relative aun couple de fonctions de classe C', I’ une vectorielle,
I'autre réelle. Formule de Taylor & I’ordre p avec reste intégral pour une fonction de dase C***;
inégalité de Taylor-Lagrange.

§f) Calcul desvaleurs approchées d’ uneintégrale.

M éthode du mili eu (ou des tangentes).

Méthode des trapezes, méthode de Simpson : majoration du reste. Algorithmes d' approximation d’ une
intégrale par ces deux méthodes.

4. Etude locde des fonctions

a) Développements limités, opérations ur les développements limités.

b) Exemples smples de développements asymptotiques. Intégration des relations de comparaison au
voisinage d’' un point entre des fonctions continues ; intégration des développements limités. Théoreme
de Taylor-Y oung (existence d’ un développement limité d’ ordre p paur une fonction de dasse C").

5. Fonctions usuelles

a) Fonctions exponentielles et logarithmes, fonctions puissances, fonctions hyperboliques directes et
rédproques.

b) Fonctions circulaires directes et réciprogues.

Fonction t — €%, oll a est complexe.

¢) Equations fonctionnelles des fonctions linéares, exponentiell es, logarithmes et puissances.

6. Intégrales impropres




a) Intégrales convergentes, divergentes; critere de Cauchy. Convergence dsolue. Emploi de
I’intégration par parties.

b) Intégrdes de fonctions positives. Emploi des relations de mparaison pour |'étude de la
convergence. Intégration des relations de prépondérance ¢ d’ équivalence au voisinage de + : cas des
intégrales convergentes, cas des intégrales divergentes.

7. Intégral es dépendant d’ un parametre

a) Passage alalimite uniforme dans les intégrales de fonctions continues sur un segment : applicaion
aladérivation de lalimite d’ une suite de fonctions de classe C.

Exemples de passge alalimite dans les intégrales impropres.

b) Continuité & intégration des fonctions de la forme x [ab f(x, t)dt ou f est continue ; dérivation

lorsgqu’ en outreg—:( est continue.

Exemples d' éude de fonctions définies par des intégrales.
c) Convergence en moyenne, en moyenne quadratique : normes asoci ées.

. Séries

1. Séries de nombres réels ou complexes

a) Séries a termes positifs. Emploi des relations de aomparaison pour I'éude de la convergence.
Sommation des relations de prépondérance & d'équivalence; cas des ries convergentes, ces des
séries divergentes.

Comparaison a une série géométrique : regles de Cauchy et de D’ Alembert.

Comparaison a une intégrale impropre, convergence des sries de Riemann ; comparaison a une série
de Riemann.

b) Séries a termes réels ou complexes. Convergence d’'une série aternée dont la valeur absolue du
terme général déaoit et tend vers z&o ; mgjoration du reste.

Exemples d’emploi de la transformation d Abel. Exemples demploi d'un développement
asymptotique du terme général.

¢) Somme de deux séries, produit d’une série par un scalaire. Série produit de deux séries absolument

convergentes: W, = 3y UgVg.
p+q=n

d) Exemples d’encadrement ou d'évauation asymptotique des restes d' une série @nvergente, des
sommes partiell es d' une série divergente.
8§ e) Recherche de valeurs approchées de la somme d’ une série @nvergente.

2. Sé&ries de fonctions

Les fonctions considérées dans ce paragraphe sont a valeurs dans un espace vedoriel de dimension
finiesur R ou sur C.

a) Convergence simple, convergence uniforme sur un ensemble d' une série de fonctions ; convergence
normale (pour la norme uniforme).

b) Continuité & limite en un point de la somme d’'une série uniformément convergente. Intégration
terme aterme d'une sé&ie uniformément convergente de fonctions continues sur un segment ;
appli cation ala dérivation terme aterme d’ une série de fonctions de classe C.

¢) Exemples d’ étude de fonctions définies par des séries.

3. Séries entiéres

Les coefficients des Sries entiéres considérées dans ce paragraphe sont réels ou complexes.

a) Séries entiéres d’'une variable complexe; rayon de @nvergence, disque (ouvert) de cnvergence,
convergence normal e sur tout compad du disque de @nvergence.

b) Séries entiéres d’une variable réelle: intégration et dérivation terme aterme dans I'intervalle
(ouvert) de cnvergence

Développement en série entiére de €, In (1+x) et (1+x)%, ou o est réedl.



c) Définition de exp z (ou €), cos z & sin z pour z complexe. Exponentielle d’ une somme, extension
des formules de trigonométrie.

4. Séries de Fourier _
a) Polyndmes trigonométriques ; orthogonalité des fonctions x > €™. Coefficients et série de Fourier
d’'une fonction f 2repériodique @ntinue par morceaux a valeurs complexes (expression sous forme

n
exponentielle, expression en cosinus et sinus). Sommes partielles §y(x) = > c(f)€ de la série de
k=—n

Fourier def ; propriété de meilleure goproximation en moyenne quadratique.

b) Lorsgue f est continue par morceaux, convergence de S, vers f en moyenne quadratique ; formule
de Parseval. Théoreme de Dirichlet ; convergence de S,(x) vers la demi-somme des limites a droite et
agauche de f au point x lorsque f est de dasse C* par morceaix. Convergence normale de la érie de
Fourier d’ une fonction continue et de dasse C' par morceaux.

5. Emploi des sries entiéres et des fries de Fourier

Exemples de recherche de développements en série entiere ou en série de Fourier de fonctions d'une
variablerédle.

§ Exemples d' utilisation de tels développements pour obtenir des valeurs approchées d’ une fonction.
Exemples d’emploi de séries entiéres pour la recherche de solutions d’ équations diff érentiell es.

IV. Equations diff érentielles

1. Systémeslinéairesd’ ordre 1

a) Ecriture matricielle X’ = A(t)X + B(t) ou A (respedivement B) désigne une gplicaion continue
d'unintervalle | de R dans M,(C) (respedivement C"). Existence & unicité de la solution sur | du
probléme de Cauchy (théoréme amis). Dimension de |'espace vectoriel des lutions sur | de
I’équation X’ = A(t)X. Méthode de variation des constantes.

b) Systemes a wefficients constants : exponentielle d un endomorphisme ; application au probléme de
Cauchy. Résolution du systeme X’ = AX par réduction de A & une forme diagonale ou triangulaire.

2. Equations linéaires scalaires

a) Equation x” + a(t)x’ + b(t)x = c(t), ol a, b, ¢ sont continues sur | & valeurs rédles ou complexes.
Systéme d'ordre 1 asocié, étude du probléme de Cauchy; solutions de I'équation sans second
membre, méthode de variation des constantes. Expresgon des olutions dansle cas ou |’ on connait une
solution de I’ équation sans seand membre &ciée ne s'annulant pas sur |.

b) Equations linéaires & wefficients constants. Dimension de |’ espace vectoriel des ®lutions de
I’ éguation homogéne. Cas ou le second membre est une exponentielle polynéme.

3. Notions sur les éguations non linéaires

a) Solutions d’ une éuation diff érentielle x’ = f(t, x) (resp. X" =f(t, x, x’)), ol f est de dasse C' sur un
ouvert de R? (resp. de R®). Existence ¢ unicité d’ une solution maximale du probléme de Cauchy.

8§ b) Recdherche de solutions approchées d’ une é&uation diff érentiell e scalaire d’ordre 1 par la méthode
d Euler.

¢) Résolution des équations des types slivants (en liaison avec la géométrie) : équation asociée aune

forme différentielle exacte, équation a variables sparables, équation homogeéne:: %)X( = f%%

d) Exemples d’emploi de changements de variable ou de fonction (en liaison avec des propriétés
d’invariance), d' échange de lavariable @ de lafonction, de paramétrages.

§ e) Exemples d' éude qualitative des courbes intégrales d’ une éuation diff érentielle.

Exemples de recherche des courbes intégrales d’un champ d éléments de ntact ou d’'un champ de
vecteurs dansle plan.

V. Notions sur les fonctions de plusieurs variables rédles



1. Calcul diff érentiel

L es fonctions considérées dans ce paragraphe sont définies sur un ouvert de R et avaleurs dans R".

a) Limite, continité, dérivée selon un vecteur, dérivées partielles. Applicaions de dasse C* (ou
continment diff érentiables).

b) Développement limité al’ordre 1 d une gplication de dasse C* ; différentielle, matrice jambienne,
jambien. Si deux applications ont de dasse C', leur composée I’est encore; diff éomorphismes.
Matrice jacobienne d'une aplication composée ou d'une @plicaion réciproque (les applications
considérées étant de dasse C'). Caradérisation des diff éomorphismes parmi |es applications injectives
de dasse C. Inégalité des accroissements finis pour une fonction de dasse C'; caractérisation des
fonctions constantes sur un ouvert connexe.

c) Dérivées partielles d’ ordre k ; théoréme de Schwarz. Définition des applicaions de dasse C* sur un
ouvert de R & valeurs dans R" (k entier naturel ou k infini). Si deux applicaions nt de dasse C,
leur composéel’ est encore ; définition des C*-diff éomorphismes (k = 1).

d) Gradient d’ une fonction numérique de dasse C', points critiques. Formule de Taylor-Young paur
une fonction numérique de classe C'. Etude de I'existence d’un extrémum locd (c’ est-a-dire d'un
maximum locd ou d’'un minimum locd) d’une fonction numérique de deux variables de dasse C? en
un point critique ot rt — s* # 0.

2. Cdcul intégral
Aucune difficulté théorique ne peut étre soulevéesur les notions de ceparagraphe.

a) Champs de vecteurs. Divergence, rotationnel. Intégrales curvilignes. Potentiel scalaire; condition
nécessaire @ suffisante d’ existence pour un champ de dasse C* sur un ouvert étoil é.

b) Intégraes doubles et intégrales triples. Linéarité, croissance; additivité par rappart aux ensembles.
Calcul par intégrations successives.

Changements de variables ; passage en coordonneées polaires, cylindriques ou sphériques.

Exemples de cdculs d’ aires planes et de volumes.

V1. Notions de géométrie diff érentielle

1. Courbes et surfaces

L’ étude théorique et placée dans des hypotheses tres larges. Toutes les formes du théoreme des
fonctions implicites utiles pour ce paragraphe sont admises.

a) Définitions diverses d'une @urbe (plane ou rnon) et d'une surface par paramétrages ou par
équations.

b) En un point régulier ; tangente aune wurbe, plan normal ; plan tangent & une surface normale.
Tangente al’intersedion de deux surfaces en unpoint ot les plans tangents ont distincts.

¢) Etude locale d’'une murbe paramétrée plane: position de la wurbe par rappat & une droite;
concavité en unpoint birégulier, rebroussements, inflexions. Etude de branches infinies. Construction
de murbes paramétrées.

d) Etude locde d'une murbe paramétrée de I’ espace: plan osculateur en un point birégulier, étude
locde en un point trirégulier.

€) Enveloppe d’une famill e de droites dans le plan, donnée par une éuation a(t)x + b(t)y + c(t) =0,
sur unintervalleot ab’ —ba ne s annule pas.

f) Etude des courbes planes définies par des coordonnées polaires: étude locde, comportement
asymptotique, construction.

2. Propriétés métriques des courbes planes
Longueur d’un arc paramétré de dasse C', abscisse curviligne. Pour un arc birégulier du plan orienté,
repére de Frenet, courbure, centre de courbure, développée dével oppantes.

3. Cinématique du point

a) Vitesse, accélération. Trajectoire, loi horaire. Moment cinétique, dynamique. Energie cinétique.

b) Exemples de mouvements. Mouvements rectilignes, mouvements circulaires. Mouvements a
accélération centrale ; oscillateurs harmonigues, mouvement des planétes.




4. Probabilités et satistiques
1. Espaces probabili sés

Expériences déaoires. Evénements. Paraléle entre le vocabulaire probabiliste et le vocabulaire
ensembliste apropaos des opérations sur les événements.

Tribus. Probabilités. Espace probabilise (Q, A, P). Probabilités conditionnelles. Formule des
probabilit és totales ; formule de Bayes. Indépendance (en probabilit€) d'événements; indépendance
mutuelle d’ un rombre fini d’ événements ; indépendance deux a deux.

Les candidats devront savoir utiliser sur des exemples smples la formule donnant la probabilit € d’ une
réunion finie d’ événements (formule de Poincaré, ou du crible).

Lathéorie des espaces probabili sés produits n’ est pas au programme.

Aucune difficulté théorigue ne dait étre soulevéesur les espaces probabili sés.

2. Variables a éatoires

Définition d’une variable déaoire réelle, ou plus généralement a valeurs dans R". Evénements liés &
une variable aléatoire. On admettra que la somme d le produit de deux variables aéatoires nt des
variables aléatoires.

Les propriétés genérales des variables aéaoires ont hors programme. L’objedif est la mise en
fonctionnement de ce concept sur les exemples décrits dans les trois ainéas qui suivent. La tribu
borélienne de R n'est pas au programme.

a) Variables aléatoires réelles discrétes

Loi de probabilit & Fonction de répartition F(x) = P[X < x].

Moments : espérance (ou moyenne), moment d’ ordre 2, variance, écart-type.

Variables centrées, variables réduites.

Variable aléatoire Y = g(X) fonction d'une variable aléatoire discréte X, ou g est définie sur
I’ensemble des valeurs de X.

Lois discréetes usuelles: loi uniforme, de Bernoulli, binomiale, hypergéométrique, géométrique, de
Poisoon.

b) Vedeurs aléatoires (avaeurs dans R") discrets.

Loi de probabilit & d’ un vecteur & valeurs dans R?. Lois marginales.

Lois conditionnelles. Indépendance de deux variables a éatoires réell es.

Loi de probabilit € d’ un vecteur a valeurs dans R". Indépendance de n variables aléatoires réelles.
Linéarité de I'espérance mathématique. Espérance mathématique du produit de deux variables
aléatoires indépendantes. Variance d' une somme de variables aéatoires.

Covariance Coefficient de corréation linéaire.

Stabilité pour la somme des lois binomiales, des lois de Poisson.

Dans de nombreuses situations, on rencontre des exemples simples de fonctions de plusieurs variables
aléatoires (sommes, produits). On admettra que si X, ..., X, sont indépendantes, toute fonction de
(X1, ..., Xp) est indépendante de toute fonction de (Xp:1, ..., Xn). Aucune théorie générale des
fonctions de plusieurs variabl es al éatoires n’ est au programme.

c) Variables a éatoires a densité

On dit qu’'une variable déatoire X a valeurs réelles admet une densité f s sa fonction de répartition
peut s éaire sous laforme F(x) = an f(t)dt ou f est une fonction a valeurs réell es positives ayant un

nombre fini de points de discontinuité  telle que [;°° f(t)dt = 1.

Moments, espérance (ou moyenne), moment d’'ordre 2. Variance écart-type. Variables centrées,
variables réduites.

Exemples smples de fonctions d’une variable déatoire (tels que axX + b, X?, exp X...). Lois définies
par une densité usuelle: loi uniforme, exponentielle, normale (ou de Laplace-Gauss). Densité d' un
vecteur aléaoire avaleurs dans R Indépendance de deux variables aéatoires rédles & densité,
Aucune difficulté théorique ne doit étre soulevée sur ces questions.



3. Convergencedes slites de variables aéatoires

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (cas des variables discrétes et des variables a densité).
Convergence en probabilit & Loi faible des grands nombres.

Approximation de laloi hypergéométrique par laloi binomiale.

Approximation de laloi binomiale par laloi de Gauss, par laloi de Poisson.

Enoncé du théoréme limite central.

L’ étude de la mnvergence en loi n’est pas au programme.

4. Notions de statistiques

a) Statistigue descriptive: paramétres de postion (moyenne, médiane, quantiles, modes) et de
dispersion (écart-type, variance). Divers modes de représentation graphique.

b) Echantill ons. Intervalle de mnfiance d’ une moyenne ou d’ une frégquence.

) Testsd hypothése ; les deux types de risque d’ erreur.

d) Tests de parametres: estimation du paramétre p d une loi binomiale, de la moyenne m d'une loi
normale. Test unilatéral, bil atéral.

Comparaison de deux moyennes.

ANNEXE I
Instructions et commentaires
lIsfigurent au BOEN n° 33 du 26 septembre 1991 et au BOEN Spéda n°5 du 21 cctobre 1993.

Pour les épreuves écrites les candidats doivent se munir d’une clculatrice din de s'en servir lorsque
ceseraautorise.

Pour les épreuves orales les calculatrices personnelles ont interdites. Pour les sujets qui en
nécessiteraient I’ usage, les candidats pourront en emprunter une ala bibli othéque du CAPES.



