Courbes & courbes...

Dans le bulletin officiel (programme de 2%), il est écrit dans la section « Etude qualitative de
fonctions. Fonction croissante, fonction déaoissante ; maximum, minimum d’une fonction
sur un intervalle»: «S'il sagit des courbes, on dstinguera cdles pou lesquelles, par
convention, I’information sur les variations est exhaustive, de celles obtenues sur un éaan
graphique ». Je ne mmprends pas tout a fait a qua il est fat alusion. Est-ce quils font
référence au fait que, pou certaines courbes du style \/\ la cdculatrice « éaase » la partie
centrale, ¢’ est-a-dire renvoie le graphe suivant : \-—\ ? (PS, novembre 2001)

Matériaux pour une réponse
1. Non. Pour voir cedort il s agit, reprenors du cbui.

@ Une fonction f éant donrée par son expresson analytique, «|’éude de f » consistait
autrefois en unensemble de gestes (étude des variations, déterminations de quelques points,
dort les extrémums, ains que des tangentes correspondantes, etc.) qui culminait dans le tracé
de lareprésentation graphique f.

@ Classquement, la représentation graphique, qu était le point termina de I’étude de la
fonction, ne servait a rien. Plus anciennement, poutant, elle servait en principe arésoude
des équations et inéquations par e « calcul graphique ».

O || fallait aors, pou cda, que la amurbe représentative soit une épure (et non untracé
qualitativement corred mais quantitativement approximatif).

® Ains, pou résoude graphiquement les équations du type x>+px+q = 0 (auxquelles ®
raméne toute équation ce degré 3), on tabule une fois pour toutes I'application X - x°,
comme d-apres.

X N
1,4 2,74
1,41 2,80
1,42 2,86
1,43 2,92
1,44 2,99
1,45 3,05
1,46 3,11
1,47 3,18
1,48 3,24
1,49 3,31
15 3,38

Pour résoudre |’ équation x>+px+q = 0, il suffit alors de trace la murbe ¢; représentative de
x> X, pusladroite 7,4 o équationy = —px—q, enfin de lire |’ abscisse de I’intersection de ¢s
avec Opq. Aing, pou 4x*+3x-11J2 = 0 on construit sur du papier finement quadrillé la
courbe C; et ladroite © d équationy = —0,75<+2,75\/_2, ou putdt ladroite o* d’' équationy = —

0,75%+3,89 (2,75\/_2 = 3,89. (De fagon anachronique, ona réalisé I’ opération, ci-aprés, avec
une cdculatrice graphique.)
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Il ne reste plus alors qu'a «lire » la solution x* par «interpolation a vue » : x* = 1,41.(En
fait, ona4x’+3x—1h/2 = 0 pou x =1/2 = 1,41421356.),

© Pour résoudre les équations du second degré x*+px+q = O on peut, de méme, opérer
graphiquement par |’intersection ce la parabole d’ équation y = x* avecla droite y = —px—q, ou

encore par I'intersection ce I'hyperbde y = % avec la droite y = —%x —g (ce qui pose le

probléme de ladivision per g).

2. Cela rappelé, parmi les « capacités attendues », le programme de 2% mentionre les deux
suivantes, rédproques I’ une de I’autre en quelque sorte :

Déaire, avec un vocabulaire alapté ou untableau de variations, le mmportement d’ une
fonction dfinie par une curbe.

Dessner une représentation graphique cmpatible aszecuntableau de variation.
C'est en cepoint que prend dacele passage dté dans la question examinéeici :

« S'il s'agit des courbes, on dstinguera celles pour lesquelles, par convention, I’information
sur les variations est exhaustive, de cell es obtenues sur un éaan graphique. »

® Dansle caoula « courbe » appate une « information exhaustive » sur les variations de la
fonction, le passage de la « courbe » au tableau de variation riest en fait qu un changement de
code graphique: il Ny a pas plus dans la courbe qu'il N’y a dans le tableau de variation; la
courbe n'est guune epresson graphique plus proche par |'apparence de la rédité
représentée. Sur le schéma d-contre, par exemple, onvoit que f(X) croit de—2,1a 3,5 quand x
croit de -5a 1, pus décroit de 3,5 a —4 guand x croit de 1 a 6. En vérité, le schéma n’est
y gu’une autre maniere de dire ce qui vient d étre indiqué. Il
3 - S agit donc purement et simplement d'apprendre a décoder les
: informations qui S'y expriment, et inversement a der sous la

‘5 §l 8 forme d'un tel schéma les informations appartées par un tableau
— 21 de variation ousous forme discursive (comme a-dessis: « f(X)
-4 croit de—2,1a3,5 quand x croit de—5a 1, puisdéaoit de... »).

@ Dans le ca ou la « courbe » est « obtenue sur un éaan graphique », les choses ot trés
différentes. Le tableau de variation, en effet, modélise, non sans incertitude éventuelle, ure
rédité graphique «empirique », qu appate des informations partielles aur la fonction f
étudiée.



® Suppasons que Ion étudie Ia fonction x - f(x) = Xz 5 Sl (T e el

e
I'intervalle [-5, 15. Une calculatrice graphique livre par exemple

letracé d-contre du graphede f. g
A
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On peut traduire le comportement observé par la conjecture suivante : f déaoit d’abord sur [—
5,a], oua = -1, pus croit sur [a, B], ouf = 5, enfin déaoit sur [B, 15]. Il resterait alors a
vérifier qu'il en est bien ainsi, opération pou laquelle on re dispose, en 2 que d'outils
rudimentaires, mais néanmoins utili sables, ainsi qu' onvale voir.

2 b—2

2+5° +5

On a successvement : f(a) > f(b) = (a—2)(b*+5) > (b-2)(a*+5) = ab’® +5a — 2b2 —10>a%h
+5b — 22% — 10 = ab(b-a) + 5(a—b) — Ab*-a®) >0 -~ ab—5— Za+b) > 0.Pour a= 5, ona:

® Soit a, b > 5, aveca < b; tentons d éablir que f(a) > f(b), c’'est-a-dire que 7. ¢

ab-5-Fa+b) > 5b-5-Fa+h).

Il vient 5b-5-Za+b) = 3b-5-2a = (b-5+2(b—a) > 0 et donc ab — 5 — Za+b) > 0, comme
espéré. On aaing établi que f est strictement déaoissante sur [5, 15.

® Qu’'est-ce qui motive I’ étude des variations d’ une fonction sur un intervalle ? Une réponse
classque, liée ace qu on appelait autrefois les « problémes de maxima et de minima », est
gue cest la une voie — qu n'est pas la seule ni nécessairement la plus directe — pou
déterminer les extrémums d’ une fonction.

O On peut par exemple avoir a chercher quel est le maximum (s'il existe) de lafonction X —»
f(x) = wr I"intervalle [0,+co[. On sait déja que f(5) > f(b) pour b > 5. Reprenors alors le

travall sur I inégalité f(a) > f(b). On a: f(a) > f(b) - ab(b-a) + 5(a-b) — 2b*-a?) > 0.
Faisonsa =5, et suppmonsb < 5.1l vient : f(5) > f(b) « 5b—5—-Zb+5) <0 « 3b—15<0
= b <5.0n oltient ainsi que f(5) > f(b) sur [0, § : f atteint donc son maximum sur [0,+oo[
en 5.

® On saisit mieux aors I'intérét de I'éude prédable des variations d' une fonction f :
dispenser d'études locales multiples. Pour la fonction f déja examinée, par exemple, les
égalités (), (¢), (v) ci-aprés justifient respedivement les comportements de f conjecturés

aur [5, 19, [-1,9,[-5, -1 :

FO-) = ey 528 = g g [(@-9b+(0-5+20-a] ()
b—a

= (&5)(b5) [(b-5)(a+1)+3(a-b)](¢)

= @0 ’75) [a(b+1)-3(a+1)-2(b+1)] (v)



